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Во многих задачах математической теории волноводов возникает необходимость
исследовать следующий объект:

KfuAuAuAu zzz =+++ 321                                                       (1)

где  1A ,  2A ,  3A  и  K – компактные операторы, действующие в некотором гильбертовом

пространстве  H, а  ( )zf  - функция со значениями в  H. В различных задачах функция  f
может быть  финитной,  экспоненциально  убывающей при  ± ∞→z  или  гармонически
зависящей от z, но в любом случае она должна быть по крайней мере непрерывна.

Для  того  чтобы  выделить  единственное  решение  (1),  необходимо  поставить
некоторое  дополнительное  условие  на  бесконечности.  Исходя  из  физических
соображений,  можно  утверждать,  что  это  условие  должно  соответствовать
расходящимся волнам в дальней зоне, если  ( )zf  стремится к нулю на бесконечности.

Если  же  функция  ( )zf  является  гармонической  и  удовлетворяет  альтернативе
Фредгольма,  то  решение  задачи  должно  содержать  гармоническую  компоненту  с
соответствующей постоянной распространения. Одна из основных целей данной работы
–  показать,  что  использование  в  качестве  такого  условия  наличия  у  решения
обобщенного преобразования Фурье является вполне корректным. 

На основании  результатов М.В.  Келдыша и М.Г.  Крейна  можно показать,  что
решение задачи 

fKuAuAiuAu ˆˆˆˆˆ 3
2

21 =−++ γγ                                                       (2)

является мероморфной функцией γ , поведение которой при ± ∞→γ  на действительной

оси определяется  поведением функции  ( )γf̂ .  В частности,  если соответствующее (2)
однородное уравнение имеет конечное число действительных собственных значений, то
при достаточно больших по модулю действительных γ  справедлива оценка 

( ) ( )γfu ˆconstˆ ⋅≤γ                                                            (3)

При использовании Fr-образа функции ( )zf  в качестве ( )γf̂  решение (2) можно
рассматривать  как  Fr-образ  решения  (1).  Если  соответствующее  (2)  однородное
уравнение  не  имеет  нулевых  собственных  значений,  то  благодаря  асимптотике  (3)

( ) ( )[ ]γuzu ˆFr=  является единственным решением (1), допускающим  Fr-преобразование.
Используя лемму Жордана  и  замыкая  контур интегрирования  в  Fr-преобразовании  в
соответствующих полуплоскостях, можно показать, что данное решение удовлетворяет
парциальным условиям излучения при ± ∞→z .

Предложенная методика  может быть  проиллюстрирована  на  примере задачи о
возбуждении колебаний финитным током  tie ω−⋅j  в полом цилиндрическом волноводе
кругового сечения радиуса R с осью Oz, на границе которого выполняется импедансное
условие [ ] [ ][ ]HnnEn ,,, ς= , где ς  - произвольная комплексная постоянная. 

Пусть  { } tie ω−⋅00 ,HE -  поле,  которое  возбуждалось  бы  током  tie ω−⋅j  в
рассматриваемом волноводе, если бы его стенки были идеально проводящими. Выразим

поле невязки  { } { } { }00 ,,ˆ,ˆ HEHEHE −=  при помощи векторов Герца ( ) z
e z eΠ ⋅= ,,θρϕ  и

( ) z
m z eΠ ⋅= ,,θρψ  и  разложим функции  ϕ  и  ψ ,  а  также  0ϕ  и  0ψ ,  соответствующие

случаю идеально проводящих стенок, в ряды Фурье по θ : 
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будет играть роль Fr-образов коэффициентов Фурье функций ( )z,,θρϕ  и ( )z,,θρψ . Для

всех γ , не являющихся корнями уравнения ( )( ) 0,Det =γλγ , где ( ) 22 γωγλ −=  и 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) −′+−′= RJRJiRJ mmm λλλςωλλς ωλγ 23222 1,Det ( )RJ
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решение задачи (4) может быть найдено как

 ( ) ( ) ( )( ) ( )ργωγγψϕ 22ˆˆ −= m
T

mm
T

mm JBA ,                            (6)

где введены обозначения:
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Если ω  не совпадает ни с одной из частот отсечки, то асимптотика коэффициентов mA

и mB  при ± ∞→γ  обеспечивает равномерную сходимость интегралов 
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в которых контуры ϕC  и ψC  совпадают с действительной осью всюду, кроме некоторых
окрестностей  действительных  полюсов  подынтегральных  функций.  При  этом
отрицательные  полюса  обходятся  по  верхней  полуплоскости,  а  положительные  –  по
нижней.  Данные  интегралы  представляют  собой  коэффициенты  Фурье  ( )zm ,ρϕ  и

( )zm ,ρψ  для поля невязки, удовлетворяющего парциальным условиям излучения. 
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