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Исследуются свойства Cap𝛼,𝑝–емкостей, порожденных классами Соболева 𝑀𝑝
𝛼(𝑋) на

метрических пространствах с мерой, удовлетворяющей условию удвоения. Принципиаль-
ным является случай 𝑝 < 1, не исследованный ранее.

Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство с метрикой 𝑑, а регулярная борелевская ме-
ра 𝜇 удовлетворяет условию удвоения, т.е. для любых шаров 𝐵(𝑥, 𝑟) и 𝐵(𝑥,𝑅), 𝑅 > 𝑟,
выполнено

𝜇
(︀
𝐵(𝑥,𝑅)

)︀
≤ 𝑎𝜇

(︂
𝑅

𝑟

)︂𝛾

𝜇
(︀
𝐵(𝑥, 𝑟)

)︀
для некоторых постоянных 𝑎𝜇 и 𝛾. Тройка (𝑋, 𝑑, 𝜇) в этом случае называется простран-
ством однородного типа, а число 𝛾 играет роль размерности.

Пусть 𝛼 > 0 и 0 < 𝑝 < ∞. Пространство Соболева 𝑀𝑝
𝛼 на метрическом пространстве

𝑋 состоит из множества функций (классов эквивалентности) 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋), для которых
существует неотрицательная функция 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑋), такая, что неравенство

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 6 [𝑑(𝑥, 𝑦)]𝛼[𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑦)] (1)

выполнено почти всюду. На 𝑀𝑝
𝛼(𝑋) вводится (квази)норма

‖𝑓‖𝑀𝑝
𝛼(𝑋) = ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋) + inf{‖𝑔‖𝐿𝑝(𝑋)},

где inf берется по всем неотрицательным функциям 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑋), удовлетворяющим условию
(1). Пространства 𝑀𝑝

𝛼 порождают емкости

Cap𝛼,𝑝(𝐸) = inf{‖𝑓‖𝑝
𝑀𝑝

𝛼(𝑋)
: 𝑓 > 1 на 𝐸 ⊂ 𝑋}.

Емкости (наряду с мерой и размерностью Хаусдорфа) являются «измерителями» массив-
ности исключительных множеств в задачах теории тонких свойств функций. Так, они
естественным образом возникают в задачах о точках Лебега (см. [1]) и аппроксимации
Лузина (см. [2]).

Свойства емкостей при 𝑝 > 1 устанавливаются в [3]. Оказывается, что большинство
результатов также сохраняется и при 0 < 𝑝 6 1, 0 < 𝛼 6 1. Справедлива следующая
теорема (𝑐 обозначает некоторую положительную постоянную, точное значение которой
для нас несущественно)

Теорема.
1) Емкость Cap𝛼,𝑝 является внешней мерой и

Cap𝛼,𝑝(𝐸) = inf{Cap𝛼,𝑝(𝑂) : 𝐸 ⊂ 𝑂,𝑂 — открыто}.

2) Для любого 𝐸 ⊂ 𝑋 и 0 < 𝛽 6 𝛼 выполнено Cap𝛽,𝑝(𝐸) ≤ 𝑐 Cap𝛽,𝑞(𝐸).
3) Пусть diam𝑋 < ∞, 0 < 𝛽 6 𝛼 и 1/𝑞 = 1/𝑝− (𝛼− 𝛽)/𝛾. Тогда
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]︁𝑞
.

4) 𝜇(𝐸) 6 Cap𝛼,𝑝(𝐸) и Cap𝛼,𝑝(𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝑐𝑟−𝛼𝑝𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) при 𝑟 6 1.
5) Пусть Cap𝛼,𝑝(𝐸) = 0, тогда dimH(𝐸) 6 𝛾 − 𝛼𝑝.
6) Если мера 𝜇 регулярна по Альфорсу, то Cap𝛼,𝑝(𝐸) ≤ 𝑐𝐻𝛾−𝛼𝑝(𝐸).
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