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Пусть (𝑋,𝜇) — пространство с мерой, а оператор 𝑇 действует из 𝐿1(𝑋,𝜇) в 𝐿0(𝑋,𝜇).
Назовем 𝑇 выпуклым, если справедливого неравенство |𝑇 (𝑓1 +𝑓2)(𝑥)| ≤ |𝑇𝑓1(𝑥)|+ |𝑇𝑓2(𝑥)|
𝑥 ∈ 𝑋. Выпуклый оператор 𝑇 имеет слабый тип (1, 1) с константой 𝐶, если для любого
𝜆 > 0 и для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) выполняется следующее неравенство:

𝜇{𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑇𝑓(𝑥)| > 𝜆} ≤ 𝐶

𝜆
||𝑓 ||𝐿1(𝑋,𝜇).

Пусть {𝑇𝑛}𝑛∈N — последовательность линейных операторов, переводящих 𝐿1(𝑋,𝜇) в се-
бя. Максимальным оператором относительного данного семейства операторов называется
оператор 𝑇 : 𝑓(𝑥) ↦→ sup

𝑛∈𝑁
|𝑇𝑛𝑓(𝑥)|. Оператор 𝑇 оказывается выпуклым.

Очень важным в теории меры является следующий факт [1, теорема 5.1.3]:
Теорема 1. Пусть (𝑋,𝜇) — пространство конечной меры, последовательность ли-

нейных операторов {𝑇𝑛}𝑛∈N такова, что соответствующий максимальный оператор 𝑇
имеет слабый тип (1,1), и пусть для любой функции 𝜑 из всюду плотного в 𝐿1(𝑋,𝜇)
множества выполнено lim

𝑛→∞
𝑇𝑛𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥) почти всюду на 𝑋. Тогда для любой функции

𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) выполняется lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) почти всюду на 𝑋.
Представляют интерес возможные обобщения этой теоремы, для возможности их при-

менения в ситуациях, не подподающих под условия теоремы. Оказываются справедливыми
следующие результаты:

Теорема 2. Пусть последовательность {𝑇𝑛}𝑛∈N удовлетворяет условиям:
1. Соответствующий максимальный оператор 𝑇 имеет слабый тип (1,1);
2. Для любой функции 𝜑 из всюду плотного в 𝐿1(𝑋,𝜇) множества выполнено

lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝜑(𝑥) = 𝐴𝜑(𝑥) п.в. на 𝑋, 𝐴 — непрерывный линейный оператор из 𝐿1(𝑋,𝜇) в себя.

Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) выполняется lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝑓(𝑥) = 𝐴𝑓(𝑥) п.в. на 𝑋.

Пусть теперь 𝐴 и 𝑇𝑛 — непрерывные линейные операторы из 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝑋,𝜇) в 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(𝑋,𝜇).
Теорема 3. Пусть (𝑋,𝜇) — разложимое пространство [2, 211E], то есть 𝑋 =∐︀

𝛼∈Λ
𝑋𝛼, 𝜇(𝑋𝛼) < ∞, последовательность операторов {𝑇𝑛}𝑛→∞ удовлетворяет условиям:

1. Соответствующий максимальный оператор 𝑇 удовлетворяет условию 𝜇{𝑥 ∈ 𝑋𝛼 :
|𝑇𝑓(𝑥)| > 𝜆} ≤ 𝐶𝛼

𝜆
||𝑓 ||𝐿(𝑋𝛼) для любых 𝜆 > 0, 𝑎 ∈ Λ, 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(𝑋,𝜇);
2. Для любой функции 𝜑 из всюду плотного в 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(𝑋,𝜇) множества выполнено
lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝜑(𝑥) = 𝐴𝜑(𝑥) почти всюду на 𝑋.

Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝑋,𝜇) выполняется lim

𝑛→∞
𝑇𝑛𝑓(𝑥) = 𝐴𝑓(𝑥) п.в. на 𝑋.
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