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Введение. Рассматривается одна из версий обобщенного уравнения Курамото-Сивашинского

𝑢𝑡 = −𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑥 + 𝑐1𝑢𝑥
2 + 𝑐2𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥, (1)

где 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, ), 𝑏, 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝑅, 𝑐1 ̸= 0, 2𝑐21 − 𝑐22 ̸= 0. Уравнение (1) используется в качестве
математической модели формирования нанорельефа [1]. Обычно уравнение (1) рассмат-
ривается вместе с периодическими краевыми условиями

𝑢(𝑡, 𝑥+ 2𝜋) = 𝑢(𝑡, 𝑥). (2)

Возможны и иные их варианты. Например, 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 0
[2]. Допустим вариант краевых условий шарнирного опирания

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 0. (3)

Краевая задача (1), (2) имеет семейство состояний равновесия , которые устойчивы
при 𝑏 < 1 и неустойчивы при 𝑏 > 1. Пусть 𝑏 = 1 + 𝛾𝜀, где 𝜀 ∈ (0, 𝜀0), 0 < 𝜀0 << 1, 𝛾 = ±1.

Теорема 1. Существует такое 𝜀0 > 0, что при 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) краевая задача (1), (2)
имеет трехмерное центральное многообразие 𝑀3(𝜀) (𝑑𝑖𝑚𝑀3(𝜀) = 3), которое является
локальным аттрактором. Динамику решений краевой задачи (1), (2) определяет систе-
ма трех обыкновенных дифференциальных уравнений

𝜌‘ = 𝛾𝜌+𝑏1𝜌
3+𝑂(𝜀), 𝜑′ = 𝑏2𝜌

2+𝑂(𝜀), 𝜓′ = 𝑏0𝜌
2+𝑂(𝜀), 𝑏1 = (𝑐22−2𝑐21)/6, 𝑏2 = −(𝑐1𝑐2)/2, 𝑏0 = 2𝑐1,

𝜌 = 𝜌(𝑠), 𝜑 = 𝜑(𝑠), 𝜓 = 𝜓(𝑠), 𝑠 = 𝜀𝑡.

В частности, при 𝛾𝑏1 < 0 краевая задача (1), (2) имеет t периодическое решение

𝑢(𝑡, 𝑥) = (𝜀𝑏0𝜌
2
0 + 𝑜(𝜀))𝑡+ 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝜀), 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝜀) = 2𝜀1/2𝜌0𝑐𝑜𝑠(𝑥+ 𝛼(𝑡)) +𝑂(𝜀),

где 𝛼(𝑡) = (𝜀𝑏2𝜌
2
0 + 𝑜(𝜀))𝑡, 𝜌20 = −(𝛾𝑏1). Оно устойчиво, если 𝛾 = 1(𝑏1 < 0).

При тех же значениях 𝑏 для краевой задачи (1), (3) справедливо утверждение.
Теорема 2. Существует такое 𝜀0 > 0, что при всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) краевая задача (1),(3)

имеет одномерное устойчивое многообразие 𝑀1(𝜀). Динамику решений на 𝑀1(𝜀) опреде-
ляют решения обыкновенного дифференциального уравнения

𝑦′ = 𝛾𝑦 + 𝑑𝑦2, 𝑑 = 4𝑐1/(3𝜋).

В частности, краевая задача (1), (3) имеет пространственно неоднородное состояние
равновесия
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𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜀) = 𝑢(𝑥, 𝜀) = 𝜀𝑦0𝑠𝑖𝑛𝑥+ 𝑜(𝜀), 𝑦0 = −𝛾/𝑑.

Оно устойчиво, если 𝛾 = 1 и неустойчиво, если 𝛾 = −1. При доказательстве теорем
использованы результаты работы [3].
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