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Рассматривается уравнение типа Эмдена–Фаулера второго порядка

𝑦′′ = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑦′) |𝑦|𝑘 sgn 𝑦, 𝑘 > 0, 𝑘 ̸= 1, (1)

где функция 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣) непрерывна по 𝑥 и липшицева по 𝑢, 𝑣. Исследуется асимптотическое
поведение положительных решений уравнения (1) вблизи правой границы области опре-
деления в случае неограниченной сверху и неотделенной от нуля снизу положительной
функции 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣). И.Т. Кигурадзе и Т.А. Чантурией в монографии [1] описано асимп-
тотическое поведение всех максимально продолженных решений для 𝑝 ≡ 𝑝(𝑥). Авторами
также получены условия существования решений, для которых lim

𝑥→𝑎−0
|𝑦′(𝑥)| = +∞, 𝑎 ∈ R.

Оставался открытым вопрос различения двух случаев:

lim
𝑥→𝑎−0

|𝑦′(𝑥)| = +∞, lim
𝑥→𝑎−0

|𝑦(𝑥)| = +∞, (2)

lim
𝑥→𝑎−0

|𝑦′(𝑥)| = +∞, lim
𝑥→𝑎−0

|𝑦(𝑥)| < +∞. (3)

С использованием методов, изложенных в работах [2, 3], получены условия на функцию
𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣), при которых все положительные максимально продолженные вправо решения
уравнения (1) обладают свойством (2), то есть имеют вертикальную асимптоту. Также
получены достаточные условия на функцию 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣), при которых все рассматриваемые
решения обладают свойством (3), то есть являются так называемыми black-hole решениями
(см. [4]), и условия, при которых решения уравнения (1) могут быть продолжены на всю
числовую ось. Полученные условия являются обобщением результатов [5].

Теорема 1. Пусть для некоторых 𝑢0, 𝑣0 > 0 функция 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣) при 𝑢 > 𝑢0, 𝑣 > 𝑣0
представима в виде ℎ(𝑢)𝑔(𝑣), где функции ℎ(𝑢), 𝑔(𝑣) непрерывны и отделены снизу от
нуля, а в случае 0 < 𝑘 < 1 еще и функция 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣)/|𝑣| при 𝑣 ̸= 0 отделена снизу от нуля.
Тогда любое максимально продолженное вправо решение 𝑦(𝑥) уравнения (1) с начальными
условиями 𝑦(𝑥0) ≥ 𝑢0, 𝑦′(𝑥0) ≥ 𝑣0 обладает свойством (2) тогда и только тогда, когда

+∞∫︁
𝑣0

𝑣𝑑𝑣

𝑔(𝑣)
= +∞. (4)

Теорема 2. Пусть в случае 𝑘 > 1 (0 < 𝑘 < 1) функция 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣) (𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣)/|𝑣|) от-
делена снизу от нуля, причем для некоторых 𝑢0, 𝑣0 > 0 при 𝑢 > 𝑢0, 𝑣 > 𝑣0 справедливо
неравенство 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣) ≤ 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑔(𝑣), где функция 𝑓(𝑥, 𝑢) непрерывна по совокупности
переменных, а функция 𝑔(𝑣) непрерывна, отделена снизу от нуля и удовлетворяет усло-
вию (4). Тогда любое максимально продолженное вправо решение 𝑦(𝑥) уравнения (1) с
начальными условиями 𝑦(𝑥0) ≥ 𝑢0, 𝑦′(𝑥0) ≥ 𝑣0 обладает свойством (2).
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Теорема 3. Пусть в случае 𝑘 > 1 (0 < 𝑘 < 1) функция 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣) (𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣)/|𝑣|) от-
делена снизу от нуля, причем для некоторых 𝑢0, 𝑣0 > 0 при 𝑢 > 𝑢0, 𝑣 > 𝑣0 справедливо
неравенство 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣) ≥ 𝑔(𝑣), где функция 𝑔(𝑣) непрерывна, отделена снизу от нуля, и
условие (4) не выполнено. Тогда любое максимально продолженное вправо решение 𝑦(𝑥)
уравнения (1) с начальными условиями 𝑦(𝑥0) ≥ 𝑢0, 𝑦′(𝑥0) ≥ 𝑣0 обладает свойством (3),
причем

𝑎− 𝑥0 <
1

𝑦𝑘(𝑥0)

+∞∫︁
𝑦′(𝑥0)

𝑑𝑣

𝑔(𝑣)
.

Теорема 4. Пусть 𝑘 ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), для некоторых 𝑢0, 𝑣0, 𝐶 > 0, 𝛼 > 𝑘 − 1 при
𝑢 > 𝑢0, 𝑣 > 𝑣0 справедливо неравенство 𝑝(𝑥, 𝑢, 𝑣) ≤ 𝐶|𝑣|−𝛼. Тогда любое решение 𝑦(𝑥)
уравнения (1) с начальными условиями 𝑦(𝑥0) ≥ 𝑢0 и 𝑦′(𝑥0) ≥ 𝑣0 неограниченно продолжа-
ется вправо и

lim
𝑥→+∞

𝑦(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑦′(𝑥) = +∞.

В работе [6] приведены различные примеры, демонстрирующие применение сформулиро-
ванных выше результатов.
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