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В рассматриваемой области 𝑄𝑇 = Ω × (0, 𝑇 ] и границей Γ𝑇 = 𝜕Ω × (0, 𝑇 ], где Ω ⊆ R𝑛,
ищется решение задачи состояния

ℒ𝑦 ≡ 𝑦𝑡 − ∆𝑦 = 𝑢 в 𝑄𝑇 ,
𝑦(𝑥, 𝑡) = 0 для 𝑥 ∈ Γ𝑇 ,

𝑦(𝑥, 0) = 𝑦0(𝑥) для 𝑥 ∈ Ω.
(1)

Здесь 𝑦 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ), 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ) – искомые функции состояния и управления соответственно.
Целевой функционал с заданной функцией наблюдения 𝑧𝑑 имеет вид

𝐽(𝑦, 𝑢) =
1

2

∫︁
𝑄𝑇

(𝑦(𝑥, 𝑡) − 𝑧𝑑(𝑥, 𝑡))
2 𝑑𝑥𝑑𝑡 +

1

2

∫︁
𝑄𝑇

𝑢2 𝑑𝑥𝑑𝑡.

Поточечные ограничения на управление

𝑈𝑎𝑑 = {𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ) : |𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝑢 для п.вс. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇}.

Тогда задача оптимального управления заключается в поиске

min
(𝑦,𝑢)∈𝐾

𝐽(𝑦, 𝑢),

𝐾 = {(𝑦, 𝑢) : 𝑢 ∈ 𝑈𝑎𝑑, где 𝑦, 𝑢 удовлетворяют (1)}.

В работе [1] доказано существование единственного решения данной задачи.
Для аппроксимации уравнения (1) вводятся равномерная по пространству сетка с по-

стоянным шагом ℎ и сетка по времени с переменным набором шагов {𝜏𝑘}𝑁𝑡
𝑘=1. Используется

явная схема, причем последовательность шагов по времени удовлетворяет условию устой-
чивости благодаря их упорядочиванию [2, 3].

Численное решение находится итерационным методом Удзавы [4] с предобусловлива-
телем 𝐿𝐿𝑇 , где матрица 𝐿 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{−𝐸 − 𝜏𝑘∆ℎ, 𝐸, 0}. Здесь под 𝐸 понимается единичная
матрица, ∆ℎ – сеточный аналог оператора Лапласа. Структура 𝐿 и 𝐿𝑇 позволяет восполь-
зоваться явными формулами при их обращении. Устойчивость гарантирована упорядо-
ченным набором шагов по времени.
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