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Большой интерес представляют нелинейные математические модели, в которых наблюдается коллапс (blow-up), т. е. решение или его производные обращаются в бесконечность за конечное время (см., напр., [1]—[3] и ссылки там). В последнее время эта тематика привлекает значительное внимание исследователей. Для большого количества конкретных задач аналитически получены достаточные (порой близкие к необходимым) условия коллапса. В то же время, как показывает простой пример явной схемы Эйлера для задачи Коши
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, численные методы далеко не всегда «чувствуют» наличие коллапса и способны ввести в заблуждение относительно существования решения и его поведения.

В работах Н. Н. Калиткина, П. В. Корякина и Е. А. Альшиной [4], [5] (см. также [1]) предложен подход, основанный на оценке эффективного порядка точности разностной схемы с помощью метода Ричардсона (также известного как метод Рунге). Пока решение остаётся гладким, эффективный порядок на не слишком грубых сетках близок к теоретическому, тогда как появление особенностей решения снижает порядок, а затем, как правило, приводит к бессмысленным результатам (порядок становится отрицательным или комплексным). Поэтому нахождение эффективного порядка точности для каждого узла сетки позволяет отследить момент разрушения решения с точностью порядка шага сетки по времени. 
В нашей работе описанная идея применена к следующим задачам Коши:
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Их точные решения могут быть легко выписаны: [image: image5.png]


, [image: image7.png]= tan(x + 7/4)




. Соответственно, решение [image: image9.png]


 существует на полуинтервале [image: image11.png][0,1)



, решение [image: image13.png]


 – на интервале [image: image15.png][0,7/4)



. Приведённые ниже таблицы показывают, как значения эффективного порядка точности схемы позволяют детектировать момент разрушения решения.
Таблица 1.  peff на узлах для обеих схем для [image: image17.png]



	xn
	0.05
	0.1
	0.15
	0.20
	0.25
	0.30
	0.35
	0.40
	0.45
	0.50

	peff(Э.)
	0.92
	0.91
	0.90
	0.89
	0.88
	0.87
	0.86
	0.85
	0.83
	0.81

	peff(Р.)
	1.99
	1.99
	1.99
	1.99
	1.99
	1.99
	1.98
	1.98
	1.98
	1.98


	0.55
	0.60
	0.65
	0.70
	0.75
	0.80
	0.85
	0.90
	0.95
	1.00
	1.05

	0.78
	0.76
	0.71
	0.66
	0.60
	0.51
	0.38
	0.19
	-0.14
	-0.79
	-2.67

	1.97
	1.96
	1.95
	1.94
	1.91
	1.86
	1.77
	1.55
	0.91
	-0.99
	-0.99


        Таблица 2. peff на узлах для обеих схем для [image: image19.png]z'=z"+1




	xn
	0.05
	0.10
	0.15
	0.20
	0.25
	0.30
	0.35
	0.40
	0.45
	0.50

	peff(Э.)
	0.91
	0.89
	0.88
	0.87
	0.85
	0.83
	0.81
	0.78
	0.74
	0.69

	peff((Р.)
	1.96
	1.96
	1.95
	1.95
	1.95
	1.95
	1.94
	1.94
	1.93
	1.92


	0.55
	0.60
	0.65
	0.70
	0.75
	0.80
	0.85
	0.90
	0.95
	1.00
	1.05

	0.62
	0.52
	0.38
	0.15
	-0.25
	-1.14
	-4.64
	-56.40
	-
	-
	-

	1.89
	1.84
	1.72
	1.44
	0.50
	-1.01
	-1.00
	-1.00
	-1.00
	-1.00
	-1.00


В приведённых таблицах выделена область (длиной в два шага сетки) резкого падения эффективного порядка точности. Именно эту область и следует взять за оценку момента разрушения. Как видно, эта оценка не противоречит точным значениям: t=1 в первой задаче и t=[image: image21.png]/4~ 0.785



 во второй.
Численные эксперименты показывают, что предложенный в [1], [4], [5] подход действительно является эффективным средством численного детектирования момента разрушения решения. При этом из двух использованных разностных схем (явная схема Эйлера и комплексная схема Розенброка CROS1), как и можно было ожидать, вторая показала значительное преимущество. Как видно из приведённых выше таблиц, падение эффективного порядка точности при приближении к моменту разрушения происходит гораздо более резко, что позволяет точнее детектировать момент разрушения.
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