Расчет жестких задач Коши явными схемами с геометрически адаптивным выбором шага
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Большое количество задач физики и техники приводит к жестким системам ОДУ 

. Задача называется жесткой, если в ней есть процессы с сильно различающимися масштабами. Решение таких задач содержит следующие характерные участки: 1) пограничные слои с резким изменением решения, 2) плавные регулярные участки, 3) переходные зоны с большой кривизной решения, расположенные между пограничными слоями и регулярными участками.
Расчет жестких задач с постоянным шагом крайне неэкономичен. Поэтому разрабатываются методы автоматического выбора шага. Традиционные алгоритмы – локальное сгущение и вложенные схемы. Они реализованы в большинстве прикладных пакетов программ. Однако эти алгоритмы имеют ряд серьезных недостатков; в первую очередь, они не дают гарантированной оценки погрешности. Расчеты задач с известным точным решением показывают, что фактическая погрешность может быть на несколько порядков больше, чем запрошенная пользователем.


В [1] был предложен метод адаптивного выбора шага. В качестве аргумента выбирается длина дуги 
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. Шаг выбирается в зависимости от кривизны 

 интегральной кривой: чем больше кривизна – тем меньше шаг


[image: image6.wmf]1/4

1(,)

s

n

n

h

h

kk

=

+

 
(1)
Здесь 

 – шаг на прямолинейном участке решения. Была предложена процедура сгущения сеток, позволяющая вычислить асимптотически точное значение погрешности.
Для вычисления кривизны требуется нахождение матрицы Якоби первых производных. В неявных схемах она вычисляется естественно, и использование автоматического выбора шага почти не увеличивает трудоемкость одного шага. Однако для явных схем вычисление матрицы Якоби приводит к неоправданному увеличению трудоемкости.

В данной работе предложен способ вычисления кривизны интегральной кривой через стадии 

 явных схем Рунге-Кутты (ERK). Кривизна 

, поэтому 
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Формула (2) применима к любой явной схеме и имеет точность 
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. Для схемы Рунге-Кутты 4 порядка имеет место более точная формула:
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Для данного способа были проведены расчеты задачи следующей задачи:
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Для нее можно построить точное решение в элементарных функциях. Оно приведено на рис. 1,а. На рис. 1,б представлены погрешности, определяемые двумя способами: 1) непосредственым сравнением с точным решением и 2) по методу Ричардсона. Подчеркнем, что во втором способе точное решение не используется, погрешность вычисляется по паре решений на сгущающихся сетках. Масштаб графика двойной логарифмический.

Видно, что кривая начинается с горизонтального нереулярного участка, но при дальнейнем сгущении сеток выходит на прямолинейный участок сходимости с пятым порядком. На нем оценки погрешности по методу Ричардсона отлично совпадают с погрешностью по точному решению. На избыточно подробных сетках кривая переходит в фон ошибок окугления. 
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Рис. 1. Расчет задачи (4). а) общий вид решения, б) кривые погрешности, тонкая линия – прямая с наклоном -5.
Также проводился расчет прикладной задачи – осциллятора Ван дер Поля 
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Для нее точное решение неизвестно, поэтому погрешность определялась только по методу Ричардсона. Полученные результаты приведены на рис.2. Они аналогичны рис.1.
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Рис. 2. Расчет задачи (5). а) общий вид решения, б) кривые погрешности по методу Ричардсона.
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 16-31-00062.
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