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Рассматриваются аналоги классических задач оптимальной транспортировки (см. [1,6])
с ограничениями на плотности мер. Такие проблемы изучаются в недавних работах [2,3,4,5].

Пусть пространство (𝑇,𝒜, 𝜆) — счетная степень отрезка [0;1], наделенная счетной сте-
пенью меры Лебега 𝜆. Пусть заданы неотрицательные функции 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜆) и на простран-
стве (𝑇 × 𝑇,𝒜 ⊗ 𝒜, 𝜆 ⊗ 𝜆) задана неотрицательная функция 𝜒 ∈ 𝐿1(𝜆 ⊗ 𝜆). Рассмотрим
выпуклое множество интегрируемых функций c фиксированными проекциями

Γ𝜒(𝑓, 𝑔) = {ℎ ∈ 𝐿1(𝜆⊗ 𝜆) : 0 ≤ ℎ ≤ 𝜒, где 𝑓(𝑥) =

∫︁
𝑇

ℎ(𝑥, 𝑦)𝜆(𝑑𝑦), 𝑔(𝑦) =

∫︁
𝑇

ℎ(𝑥, 𝑦)𝜆(𝑑𝑥)}.

Аналогичный класс Γ𝜒(𝜇, 𝜈) можно определить для суслинских пространств (𝑋,𝒜, 𝜇)
и (𝑌,ℬ, 𝜈) с борелевскими вероятностными мерами.

Лемма 1. Пусть даны два суслинских пространства с борелевскими вероятностны-
ми безатомическими мерами (𝑋,𝒜, 𝜇) и (𝑌,ℬ, 𝜈) и 𝜇 ⊗ 𝜈-измеримое множество 𝑈 ⊂
𝑋 × 𝑌 положительной меры. Тогда существует ненулевая функция 𝜉 ∈ 𝐿1(𝜇 ⊗ 𝜈) с но-
сителем в 𝑈 такая, что

∫︀
𝑋
𝜉(𝑥, 𝑦)𝜇(𝑑𝑥) = 0 п.в. по мере 𝜈 и

∫︀
𝑌
𝜉(𝑥, 𝑦) 𝜈(𝑑𝑦) = 0 п.в. по

мере 𝜇.
Лемма 1 позволяет получить характеристику крайних точек выпуклого класса Γ𝜒(𝑓, 𝑔),

а также доказать аналогичный результат при более общих предположениях.
Лемма 2. Пусть даны два суслинских пространства с борелевскими вероятностны-

ми безатомическими мерами (𝑋,𝒜, 𝜇) и (𝑌,ℬ, 𝜈). Функция ℎ ∈ Γ𝜒(𝜇, 𝜈) является крайней
точкой Γ𝜒(𝜇, 𝜈) тогда и только тогда, когда ℎ = 1𝑊𝜒 для некоторого измеримого по ме-
ре 𝜇⊗ 𝜈 множества 𝑊 ⊂ 𝑋 × 𝑌 .

Пусть функция стоимости 𝑐 ∈ 𝐿∞(𝜆⊗𝜆) такова, что для всякой пары индексов (𝑖, 𝑗), где
1 ≤ 𝑖 < ∞, 1 ≤ 𝑗 < ∞, существует производная 𝜕2𝑐

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
. Пусть также для некоторого числа

𝑁 ∈ N
⋃︀

∞ существует не более чем счетный набор дизъюнктных открытых множеств
{𝐺𝑘}𝑁𝑘=1, 𝐺𝑘 ⊂ 𝑇 × 𝑇 такой, что
(I) для всякого 𝑘 ≤ 𝑁 справедливо неравенство 𝜆(𝐺𝑘) > 0; (II) 𝜆

(︀
𝑇 × 𝑇∖(

⨆︀𝑁
𝑘=1𝐺𝑘)

)︀
= 0;

(III) для всякого 𝑘 ≤ 𝑁 существует пара индексов (𝑖𝑘, 𝑗𝑘) такая, что: функция 𝜕2𝑐
𝜕𝑥𝑖𝑘

𝜕𝑦𝑗𝑘
знакопостоянна на 𝐺𝑘.

Рассмотрим следующий линейный функционал на Γ𝜒(𝑓, 𝑔):

𝐼𝑐(ℎ) =

∫︁
𝑇×𝑇

𝑐(𝑥, 𝑦)ℎ(𝑥, 𝑦)𝜆(𝑑𝑥 𝑑𝑦). (1)

Теорема. Пусть на бесконечномерном кубе (𝑇,𝒜, 𝜆) c мерой Лебега функция 𝑐 удо-
влетворяет условиям (I) – (III), фиксирована неотрицательная функция 𝜒 ∈ 𝐿1(𝜆⊗𝜆) и
неотрицательные функции 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜆) таковы, что множество Γ𝜒(𝑓, 𝑔) непусто. Если
функция ℎ минимизирует функционал (1), то ℎ — крайняя точка множества Γ𝜒(𝑓, 𝑔).
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