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Предлагается рассмотреть европейский опцион со случайной волатильностью, имею-
щую определенный вид. Цель работы заключается в том, чтобы оценить стоимость опци-
она в такой модели.
Предположим, что цена любого актива, соответствующая процессу 𝑆𝑡, удовлетворяет СДУ:

𝑑𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑆𝑡,

где 𝜇 - тренд, 𝜎𝑡 - процесс волатильности, 𝑊𝑡 - Винеровский процесс. Возьмем 𝜎𝑡 = 𝑓(𝑌𝑡),
где 𝑓(𝑌𝑡) = 𝑓(𝑦) - функция от процесса Орнштейна-Улинбека. Процесс 𝑌𝑡 удовлетворяет
СДУ:

𝑑𝑌𝑡 = 𝛼(𝑚− 𝑌𝑡)𝑑𝑡 + 𝛽𝑑𝑍𝑡,

где 𝛼, 𝛽 - положительные константы (предполагаем), 𝑚 - среднее процесса, корреляция
между двумя Винеровскими процессами W и Z:

𝑍𝑡 = 𝜌𝑊𝑡 +
√︀

1 − 𝜌2𝐵𝑡,

где 𝜌 ∈[-1;1] корреляционный параметр для зависимых процессов Z и W, а B и W - неза-
висимые процессы.
Закон распределения процесса Y выглядит так:

𝑌𝑡∼𝑁(𝑚 + (𝑌0 −𝑚)𝑒−𝛼𝑡,
𝛽2

𝛼
(1 − 𝑒−2𝛼𝑡)).

Можно утверждать, что при 𝑡 → ∞ 𝑌𝑡∼𝑁(𝑚, 𝛽
2

𝛼
).

Обозначим цену опциона в момент t за 𝑃 := 𝑃 (𝑆𝑡, 𝜎(𝑌𝑡), 𝑡) = 𝑃 (𝑆𝑡, 𝑌𝑡, 𝑡). Для того, чтобы
вывести выражение, определяющее цену опциона P, необходимо применить двумерную
формулу Ито к функции P, используя принцип безарбитражности рынка. Однако, в рас-
сматриваемой модели ценообразовании опциона учавствуют базовый актив с ценой S и
два источника случайности dW и dB, что означает неполноту рынка, поэтому возникает
необходимость введения дополнительных предположений о составлении портфеля особым
образом, что позволит утверждать что ценовая функция P удовлетворяет следующему
УРЧП [2]:
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{︃
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

𝑆 > 0,Y ∈ R,

с граничными условиями 𝑃 (𝑆, 𝑌, 𝑇 ) = ℎ(𝑆), где ̃︀Λ(𝑆, 𝑌, 𝑡) = 𝜌
𝜇− 𝑟

𝜎
+ 𝜆*

√︀
1 − 𝜌2.

Чтобы разрешить уравнение (1), вводятся предположения:
1. Корреляционный параметр между процессами Z и W 𝜌 = 0.
2.

𝜎(𝑌𝑡) = 𝐶 + 𝜀𝜑(𝑌𝑡),

где C - известная постоянная, 𝜀 - известное малое число и 𝜑 - финитная функция от
процесса Орнштейна-Улинбека.
3. Разложение ценовой функции P в приближении второго члена по 𝜀:

𝑃 (𝑆𝑡, 𝑌𝑡, 𝑡) = 𝑃0(𝑆𝑡, 𝑡) + 𝜀𝑃1(𝑆𝑡, 𝑌𝑡, 𝑡).

Учитывая эти предпjложения при подстановки в (1), выпишем приближения цены опциона
по 𝜀. Получим, что при приближении 𝜀0 уравнение имеет вид:
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Чтобы разрешить уравнение (2), потребуется ввести логарифмическую замену цены базо-
вого актива, применить предположения, изложенные в статье [2], и использовать принцип
Дюамеля. Тогда получим результат:

𝑃1(𝑡;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
𝑥′

∫︁
𝑦′
𝑊 (𝑡; 𝑡′, 𝑥, 𝑦, 𝑥′, 𝑦′) · 𝑓(𝑡′, 𝑥′, 𝑦′)𝑑𝑡′𝑑𝑥′𝑑𝑦′,

где 𝑓(𝑡′, 𝑥′, 𝑦′) = −𝐶 · 𝜙 · 𝑆2 · 𝜕
2𝑃0

𝜕𝑆2
, C = const, 𝜙 = 𝜙(𝑦), 𝑃0 = 𝑃0(𝑆, 𝑡), x=lnS,

𝑊 := 𝑢(𝑡; 𝑡′, 𝑥, 𝑦, 𝑥′, 𝑦′) = 𝑒𝑥𝑝{𝑥𝑇𝐺(𝑡)𝑥+𝑞𝑇 (𝑡)𝑥+𝑘(𝑡)}·𝑁(𝑡)··𝑒𝑥𝑝⟨𝑃−1(𝑡)(𝑥−𝑛(𝑡; 𝑧)), (𝑥−𝑛(𝑡; 𝑧))⟩},

где матрицы G(t), P(t), вектора q(t), n(t;z) и числа k(t), N(t) известны (найдены из реше-
ния вспомогательных ОДУ из предположения [1]).
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