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Гасанов Шамхал

В докладе представлены дифференциальные инварианты скалярного уравнения пер-
вого порядка вида �̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢 (1) относительно допустимых преобразований, где 𝑢 = 𝑢(𝑡)
- управляющий параметр.

Отметим, что дифференциальные инварианты гамильтоновых систем с управляющим
параметром были найдены в работах [1,2], а дифференциальные инварианты уравнений
второго порядка вида �̈� = 𝑓(𝑥, 𝑢)- в работе [3].

Нами найдены так называемые допустимые преобразования, т.е. преобразования пере-
менных 𝑡, 𝑥, 𝑢, сохраняющие класс уравнений (1). Заметим, что нами найдены как общие,
так и инфинитезимальные преобразования, т.е. преобразования, полученные в результате
сдвига вдоль некоторых векторных полей.

Вводится векторное расслоение 𝜋 : 𝑅3 → 𝑅2, позволяющие классифицировать урав-
нения (1) относительно инфинитезимальных допустимых преобразований. Сечение этого
расслоения - это функции f в уравнении (1).

Теорема 1. Преобразования вида

𝜑 : (𝑡, 𝑥0, 𝑢0) → (𝑇 (𝑡), 𝐵(𝑥), 𝑈(𝑡, 𝑢0))

сохраняют класс уравнений (1) и, следовательно, являются допустимыми.

Функция 𝑓(𝑡, 𝑥) в результате преобразований принимает вид

𝑓(𝑡, 𝑥) =
𝑓(𝑇 (𝑡), 𝐵(𝑥0)) 𝑇

′(𝑡)

𝐵′(𝑥0)

Введем пространства 𝑅2 с координатами 𝑡, 𝑥 и 𝑅3 с координатами 𝑡, 𝑥, 𝑓0, 0 .В простран-
стве 𝑅3 построим векторные поля

𝑍𝐴 = 𝐴(𝑡)
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑓0,0𝐴

′(𝑡)
𝜕

𝜕𝑓

𝑍𝐵 = 𝐵(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑓0,0𝐵

′(𝑥)
𝜕

𝜕𝑓

Функция на пространстве 𝑘-джетов сечений расслоения 𝜋 : 𝑅3 → 𝑅2 называется инвари-
антом порядка 𝑘, если для любых функций 𝐴 и 𝐵 выполняются соотношения:
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𝑍
(𝑘)
𝐴 (𝐽) = 0

𝑍
(𝑘)
𝐵 (𝐽) = 0

Легко видеть, что инвариантов 1 и 2 порядка не существует.

Теорема 2. Функции

𝐽 =

(︀
−𝑓0,0𝑓0,1𝑓2,0 + 𝑓2,1𝑓

2
0,0 + 𝑓0,1𝑓

2
1,0 − 𝑓0,0𝑓1,0𝑓1,1

)︀√︀
𝑓0,0

(−𝑓0,1𝑓1,0 + 𝑓0,0𝑓1,1)
3/2

𝐽 =
−𝑓0,0𝑓1,0𝑓0,2 + 𝑓 2

0,0𝑓1,2 + 3𝑓1,0𝑓
2
0,1 − 3𝑓0,0𝑓1,1𝑓0,1

(−𝑓0,1𝑓1,0 + 𝑓0,0𝑓1,1)
3/2√︀𝑓0,0

являются дифференциальными инвариантами 3-го порядка.

Проверим, все ли дифференциальные инварианты 3-го порядка нами найдены. В про-
странстве 3-джетов функция 𝑓(𝑡, 𝑥) имеет 10 независимых компонент. Количество неза-
висимых векторов, образованных полями 𝑍𝐴 и 𝑍𝐵 в пространстве 3-джетов равно 8, что
совпадает с предполагаемым количеством орбит данного уравнения. Следовательно, на-
ми найдены все возможные дифференциальные инварианты 3-го порядка. Построенные
дифференциальные инварианты могут быть использованы для классификации уравнений.
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