
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018/2019 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1. Âàñÿ è Ïåòÿ âûáåæàëè îäíîâðåìåííî ñ ìåñòà ñòàðòà êðóãîâîé áåãîâîé äîðîæêè è ïîáåæàëè â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà áåãó â íåêîòîðîì ìåñòå äîðîæêè îíè âñòðåòèëèñü. Âàñÿ ïðîáåæàë
ïîëíûé êðóã è, ïðîäîëæàÿ áåã â òîì æå íàïðàâëåíèè, äîáåæàë äî ìåñòà èõ ïðåæíåé âñòðå÷è â òîò
ìîìåíò, êîãäà Ïåòÿ ïðîáåæàë ïîëíûé êðóã. Âî ñêîëüêî ðàç Âàñÿ áåæàë áûñòðåå Ïåòè?

Îòâåò:
√
5+1
2 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü v � ñêîðîñòü Ïåòè, xv � ñêîðîñòü Âàñè, t � âðåìÿ, çà êîòîðîå îíè äîáðàëèñü äî ìåñòà

âñòðå÷è. Òîãäà èç óñëîâèÿ èìååì óðàâíåíèå
(1 + x)vt

xv
=

xvt

v
, îòêóäà x2 = 1 + x, x =

√
5+1
2 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 :
√
5+1
2 .

Çàäà÷à 2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðíÿìè êâàäðàòíîãî òð�åõ÷ëåíà x2 + px + q ðàâíî 1. Íàéäèòå êîýôôè-
öèåíòû p è q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Îòâåò: p = 3, q = 2.

Ðåøåíèå. Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëåíà ðàâåí

|x1 − x2|2 = x21 + x22 − 2x1x2 = (x1 + x2)
2 − 4x1x2 = p2 − 4q = 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì (p− 1)(p + 1) = 4q. Îáà ìíîæèòåëÿ, ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè, � ÷�åòíûå, è îäèí èç íèõ
äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó 4q äåëèòñÿ íà 8. Ïîñêîëüêó q ïðîñòîå, q = 2, îòêóäà p = 3.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : x1 = 1, x2 = 2.

Çàäà÷à 3. Ñòðåëî÷íûå ÷àñû ïîêàçûâàþò ðîâíî ÷àñ. Êîìàð è ìóõà ñèäÿò íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò
öåíòðà íà ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàõ ñîîòâåòñòâåííî. Êîãäà ñòðåëêè ñîâïàäàþò, íàñåêîìûå ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè. Âî ñêîëüêî ðàç ðàññòîÿíèå, êîòîðîå çà ïîëñóòîê ïðåîäîëåë êîìàð, áîëüøå ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå
ïðåîäîëåëà çà ýòî æå âðåìÿ ìóõà?

Îòâåò: 83/73.

Ðåøåíèå. Êîìàð è ìóõà äâèæóòñÿ ïî êðóãó. Çà ïåðâûé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 11/12 ýòîãî êðóãà (â
íà÷àëå áûë íà ÷àñîâîé ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà ÷àñ, â êîíöå � íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé íà 12).
Çà âòîðîé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 3/12 êðóãà (áûë íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé íà 12, ñòàë íà ÷àñîâîé,
óêàçûâàþùåé íà 3). Òàêèì îáðàçîì, êîìàð ïðåîäîëåë 14/12 êðóãà çà ïåðâûå 2 ÷àñà. Çà ñëåäóþùèå 2
÷àñà îí òàêæå ïðåîäîëååò 14/12 êðóãà, è ò. ä. Ïîëó÷èì, ÷òî çà 10 ÷àñîâ îí ïðîø¼ë 5·14/12 = 70/12 êðóãà.
Îäèííàäöàòûé ÷àñ íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî êîìàð íà ÷àñîâîé ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà 11, ìèíóòíàÿ
óêàçûâàåò íà 12. Êîìàð çà ýòîò ÷àñ ïðîäåëàåò 1/12 êðóãà è â êîíöå îêàæåòñÿ íà ìèíóòíîé ñòðåëêå.
Çà ïîñëåäíèé, äâåíàäöàòûé ÷àñ ìèíóòíàÿ è ÷àñîâàÿ ñòðåëêè íå âñòðåòÿòñÿ, êîìàð ïðîéä¼ò îäèí êðóã.
Èòàê, çà ïîëñóòîê êîìàð ïðåîäîëååò ðàññòîÿíèå A = 70/12 + 1/12 + 1 = 83/12. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ
äëÿ ìóõè, ïîëó÷èì ðàññòîÿíèå B = 5 · (2/12 + 10/12) + 1 + 1/12 = 73/12. Îòñþäà A/B = 83/73.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 72/71.

Çàäà÷à 4. Êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 3 × 3 ðàñêðàøèâàþò â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ òàê, ÷òî êëåòêè,
èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, èìåþò ðàçíûé öâåò. Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ òàêèõ ðàñêðàñîê íàéäèòå äîëþ
òåõ, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíî ðîâíî äâà öâåòà.

Îòâåò: 1/41.

Ðåøåíèå. Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç òð¼õ öâåòîâ, íàçîâ¼ì ýòîò öâåò a. Êàæäóþ
èç ÷åòûð¼õ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç äâóõ îñòàâ-
øèõñÿ öâåòîâ. Ïóñòü êëåòêà, ðàñïîëîæåííàÿ íàä öåíòðàëüíîé, ðàñêðàøåíà â öâåò b. Òðåòèé öâåò íàçî-
â¼ì c. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñêðàñêè êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé,
è çàêîäèðóåì èõ ñòðî÷êàìè èç áóêâ b è c, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ áóêâû b, à çàòåì ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì
ýòèõ êëåòîê, ïðîáåãàåìûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íàïðèìåð, ðàñêðàñêà
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b

c a b

c

áóäåò çàêîäèðîâàíà ñòðî÷êîé bccb.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ óãëîâóþ êëåòêó. Åñëè äâå êëåòêè, èìåþùèå ñ íåé îáùóþ ñòîðîíó, ðàñêðàøåíû â

îäèí öâåò, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Åñëè æå ýòè äâå êëåòêè ðàñêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì. Ñîñòàâèì òàáëèöó, â
êîòîðîé äëÿ êàæäîé èç 8 ïîëó÷åííûõ êîäèðóþùèõ ñòðî÷åê óêàæåì ÷èñëî ðàñêðàñîê óãëîâûõ êëåòîê.

bbbb 16 bbcb 4 bcbb 4 bccb 4

bbbc 4 bbcc 4 bcbc 1 bccc 4

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî ðàñêðàñîê ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü öåíòðàëü-
íóþ êëåòêó íà ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ íàä öåíòðàëüíîé, íà ñóììó ÷èñåë
ïîñòðîåííîé òàáëèöû: 3 · 2 · (16 + 6 · 4 + 1) = 246.

×èñëî æå äâóõöâåòíûõ òàáëèö ðàâíî 6, òàê êàê öâåò öåíòðàëüíîé êëåòêè â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò
ñ öâåòîì óãëîâûõ êëåòîê, à äëÿ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, âñåãäà åñòü äâà
âîçìîæíûõ âàðèàíòà. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 1

41 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 40/41.

Çàäà÷à 5. ×èñëà a, b è c óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
√
a =
√
b +
√
c. Íàéäèòå a, åñëè b = 52 − 30

√
3 è

c = a− 2.

Îòâåò: a = 27.

Ðåøåíèå. Èìååì √
b =

√
52− 30

√
3 =

√
27− 2 · 5 · 3

√
3 + 25 = 3

√
3− 5.

Ñëåäîâàòåëüíî,
√
a−
√
a− 2 = 3

√
3−5,

2
√
a +
√
a− 2

=
2

3
√

3 + 5
,
√
a+
√
a− 2 =

√
27 +

√
25. Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ f(a) =
√
a +
√
a− 2 âîçðàñòàåò è f(27) = 0, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ a = 27.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : c = 16.

Çàäà÷à 6. Ë¼øèí äà÷íûé ó÷àñòîê èìååò ôîðìó äåâÿòèóãîëüíèêà, ó êîòîðî-
ãî åñòü òðè ïàðû ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí (ñì. ðèñóíîê). Ë¼øà çíàåò,
÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ îñòàâøèõñÿ ñòîðîí äå-
âÿòèóãîëüíèêà ðàâíà 12 ñîòîê. Ïîìîãèòå åìó íàéòè ïëîùàäü âñåãî äà÷íîãî
ó÷àñòêà.

Îòâåò: 48 ñîòîê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü DEFGHIKLM � äàííûé äåâÿòèóãîëüíèê, ABC � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñåðå-
äèíàõ îñòàâøèõñÿ (íåîòìå÷åííûõ) ñòîðîí. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê DFGE � ïàðàë-
ëåëîãðàìì, òàê êàê åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíûDE è FG ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Â ïàðàëëåëîãðàììå
äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè D, A, G ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Êðîìå òîãî, DA = AG.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ ïðî ÷åòûð¼õóãîëüíèêè HGIK è
KMDL, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà B ëåæèò íà ïðÿìîé GK, òî÷êà
C ëåæèò íà ïðÿìîé DK, è GB = BK, KC = CD.

Ïëîùàäü äåâÿòèóãîëüíèêà DEFGHIKLM ðàâíà ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà DGK, òàê êàê òðåóãîëüíèêè AFG, BIK è CMD
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàì AED, BHG è CLK. Íà-
êîíåö, A, B, C � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà DGK, à çíà÷èò,
åãî ïëîùàäü â 4 ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü âñåãî äà÷íîãî
ó÷àñòêà ðàâíà

SDEFGHIKLM = 4SABC = 48 ñîòîê.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 32 ñîòêè.
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Çàäà÷à 7. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå:
1

99
èëè

1

9903
+

1

9903 + 200
+

1

9903 + 200 + 202
+ . . . +

1

9903 + 200 + 202 + . . . + 2018
?

Îòâåò: Ïåðâîå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A� âòîðîå èç äàííûõ ÷èñåë. Óìåíüøèì âñå çíàìåíàòåëè ÷èñëà A íà 3, ïîëó÷åííîå
÷èñëî B áóäåò áîëüøå, ÷åì A:

A < B =
1

9900
+

1

9900 + 200
+

1

9900 + 200 + 202
+ ... +

1

9900 + 200 + 202 + ... + 2018
.

Ðàññìîòðèì çíàìåíàòåëè äðîáåé ÷èñëà B. Çàìåòèì, ÷òî 9900 = 99 ·100. Ñëåäóþùèé çíàìåíàòåëü ðàâåí
99 · 100 + 200 = 100 · 101. Ñëåäóþùèé ðàâåí 100 · 101 + 202 = 101 · 102, è ò. ä. Ïîñëåäíèé çíàìåíàòåëü
áóäåò ðàâåí 1009 · 1010. Çíà÷èò,

B =
1

99 · 100
+

1

100 · 101
+

1

101 · 102
+ . . . +

1

1009 · 1010
=

=
1

99
− 1

100
+

1

100
− 1

101
+

1

101
− 1

102
+ . . . +

1

1009
− 1

1010
=

1

99
− 1

1010
<

1

99
.

Òàêèì îáðàçîì, A < B <
1

99
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : Ïåðâîå.

Çàäà÷à 8. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C òî÷êè P è Q � ñåðåäèíû áèñ-
ñåêòðèñ, ïðîâåä¼ííûõ èç âåðøèí A è B. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ãèïîòåíóçû â
òî÷êå H. Íàéäèòå óãîë PHQ.

Îòâåò: 90◦.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà.Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (∠C = 90◦)

I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ AM è BK, S � ñåðåäèíà KM ,
âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ãèïîòåíóçû â òî÷êå
H. Òîãäà òî÷êè S, I è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D è E ïðîåêöèè òî÷åê K è M íà ãèïîòåíóçó AB (ñì. ðèñ.).
Òîãäà 4DKB = 4CKB ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó, ñëåäîâàòåëüíî, ∠DKB = ∠CKB, òî åñòü KB
� áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà 4AKD, à AI � áèññåêòðèñà åãî âíóòðåííåãî óãëà. Çíà÷èò, I � öåíòð
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè 4AKD, ïîýòîìó DI � áèññåêòðèñà óãëà KDE. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî EI ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà MDE. Òàêèì îáðàçîì, 4DIE � ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåí-
íûé, òî åñòü IH � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê DE. Òî÷êà S, áóäó÷è ñåðåäèíîé áîêîâîé ñòîðîíû
ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè DKME, òàêæå ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê DE. Ïîýòîìó òî÷êè
S, I è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé, äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ∠PHQ = 90◦. Ïóñòü
R � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB. Òîãäà PS è RQ ÿâëÿþòñÿ ñðåä-
íèìè ëèíèÿìè â òðåóãîëüíèêàõ 4AKM è 4AKB, ïîýòîìó PS ‖

AK ‖ QR è PS =
1

2
AK = QR, çíà÷èò, PSQR � ïàðàëëåëîãðàìì.

Áîëåå òîãî, ∠PSQ = 90◦, òàê êàê åãî ñòîðîíû ñîíàïðàâëåíû ñòî-
ðîíàì óãëà ∠ACB = 90◦. Çíà÷èò, PSQR � ïðÿìîóãîëüíèê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî ïðÿìîóãîëüíèêà PSQR. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî
∠SHR = 90◦. Ïîñêîëüêó ∠SPR = ∠SHR, òî÷êà H ëåæèò íà îêðóæíîñòè Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠PHQ =
∠PRQ = 90◦ (êàê âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äèàìåòð PQ).

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 90◦.
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