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Çàäà÷åé Áåðòðàíà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè: íàéòè âñå ïî-
òåíöèàëû, îáåñïå÷èâàþùèå çàìêíóòîñòü îïðåäåëåííîãî êëàññà òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ
òî÷êè ïî ìíîãîîáðàçèþ âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.

Êîíôèãóðàöèîííûå ìíîãîîáðàçèÿ ýòîé çàäà÷è (èíûìè ñëîâàìè, ìíîãîîáðàçèÿ âðà-
ùåíèÿ, äîïóñêàþùèå ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî èñêîìîãî ïîòåíöèàëà) íàçûâàþòñÿ
ìíîãîîáðàçèÿìè Áåðòðàíà.

Îïèñàííàÿ çàäà÷à âîñõîäèò ê ðàáîòàì ñàìîãî Áåðòðàíà [1], Äàðáó [2]. Íåäàâíî ìíî-
ãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà áåç ýêâàòîðîâ áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû [3], à èìåííî, äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1 Ìíîãîîáðàçèå (a, b)×S1 ñ ìåòðèêîé ds2 = dr2 + f 2(r)dϕ2 â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ (r, ϕ mod 2π), ãäå f ′(r) 6= 0 íà (a, b), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Áåðòðàíà (äëÿ
êëàññîâ çàìûêàþùèõ, ëîêàëüíî, ïîëóëîêàëüíî, ñèëüíî è ñëàáî çàìûêàþùèõ ïîòåíöèà-
ëîâ), åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òðîéêà ïàðàìåòðîâ (µ, c, t), µ ∈ Q>0, c ∈ R, t ∈ R
è êîîðäèíàòû (θ = θ(r), ϕ mod 2π), ãäå dθ

dr
= 1

µ2
1

f2(r)
, â êîòîðûõ ìåòðèêà ïðèíèìàåò

âèä ds2 = (θ2 + c− tθ−2)−2dθ2 + µ−2(θ2 + c− tθ−2)−1dϕ2.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà áåç ýêâàòîðîâ îáðàçóþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðàìè (c, t) ∈ R2. Â ðàáîòå [3] äàíî ïîëíîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñà-
íèå ìíîãîîáðàçèé Áåðòðàíà ýòîãî ñåìåéñòâà â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû
ïàðàìåòðîâ (c, t) íåêîòîðûì âïîëíå îïðåäåëåííûì îáëàñòÿì.

Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìîé t = 0 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçè-
ÿìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (ñôåðîé, ïëîñêîñòüþ, ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî èëè ðàöè-
îíàëüíûì íàêðûòèåì íàä îäíèì èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé). Äëÿ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ñó-
ùåñòâóåò â òî÷íîñòè äâà áåðòðàíîâñêèõ ïîòåíöèàëà, äëÿ ìíîãîîáðàçèé, îòââå÷àþùèõ
ïàðàìåòðàì (c, t 6= 0), áåðòðàíîâñêèé ïîòåíöèàë ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí.

Ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè âðàùåíèÿ, íî äàëåêî íå âñå îíè
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, âëîæåííûå â R3. Áîëåå òîãî, íå âñå
ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà ìîãóò áûòü äàæå ëîêàëüíî ðåàëèçîâàíû óêàçàííûì îáðàçîì.
Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [4]:

Òåîðåìà 2 Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ðåàëèçóåìîñòè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé Áåðòðàíà (Ik,c,t × S1, ds2

µ,c,t) öåëèêîì:
1) Äîïîëíèòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå íå ðåàëèçóåìî íèêîãäà;
2) Îñíîâíîå ìíîãîîáðàçèå ðåàëèçóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ òðîéêà ïàðàìåòðîâ (µ, c, t) ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùèì îáëàñòÿì: {µ ≥ 2, c ≥
−2
√
−t, t ≤ 0} ∪ {1 ≤ µ < 2, c ≥ −2

√
−t

√
h(µ), t ≤ 0}, ãäå h ∈ Homeo+((0,+∞),R) �

ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëîâ, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé h(µ) :=
(µ2−1)(8+µ2)2

27µ4 .
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Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè Áåðòðàíà, çàäàííàÿ öåíòðàëüíûì áåðòðàíîâ-
ñêèì ïîòåíöèàëîì V (r), ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî
ãàìèëüòîíèàíà

H =
p2
r

2
+

p2
ϕ

2f 2(r)
+ V (r).

Îíà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì pϕ, à ïîòîìó ê íåé ìîæåò
áûòü ïðèìåíåí ñòàíäàðòíûé àíàëèç èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì. Â ÷àñòíîñòè, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ìå÷åíûå ìîëåêóëû Ôîìåíêî-Öèøàíãà (ñì.,
íàïðèìåð, [5]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî íåêîòîðûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèÿõ
Áåðòðàíà ïðåäîñòàâëÿþò ïðîñòîé è íàãëÿäíûé ïðèìåð èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîÿìè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, äëÿ êîòîðûõ êëàññèôèêàöèîííàÿ
òåîðèÿ ðàçâèòà ïîêà ñëàáî.

Ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà ñ ýêâàòîðàìè íà äàííûé ìîìåíò îñòàþòñÿ ìàëîèçó÷åííûìè.
Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå ôàêòû ïðî íèõ óæå ìîæíî óòâåðæäàòü. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî,
÷òî â ñëó÷àå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé è ïîòåíöèàëîâ, íå ñóùåñòâóåò èíûõ ìíîãîîáðàçèé
Áåðòðàíà äëÿ êëàññà ëîêàëüíî çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, êðîìå îïèñàííûõ â òåîðåìå
1. Èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ åñòåñòâåííûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ Áåðòðàíà ñ ýêâàòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî
íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå âñåãäà èìååòñÿ ïàðàáîëà, îòâå÷àþùàÿ îñîáîìó ýêâàòî-
ðó. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñÿêèé ýêâàòîð ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà îñîá, à îñîáûõ ýêâàòîðîâ
ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1 Öèëèíäð íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå Áåðòðàíîâñêèì ìíîãîîáðàçèåì íè äëÿ êàêîãî
öåíòðàëüíîãî ïîòåíöèàëà.
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