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Ïóñòü çàäàíà îðáèòà äâèæåíèÿ òî÷êè x0, r(α, i, T ) = ]{j : 0 ≤ j < i, {jα} ∈ T} �
ôóíêöèÿ ñ÷èòàþùàÿ êîëè÷åñòâî ïîïàäàíèé òî÷åê â îáëàñòü T è δ(i) = r(α, i, T ) − isT
� îòêëîíåíèå ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè r(α, i, T ) îò îæèäàåìîé âåëè÷èíû isT , ãäå i � îáùåå
êîëè÷åñòâî òî÷åê îðáèòû, sT � ïëîùàäü îáëàñòè T .

Òîãäà ìíîæåñòâî T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà èëè BR-ìíîæåñòâîì
( bounded remainder set), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî |δ(α, i, T )| ≤ C äëÿ âñåõ i.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ â [3] áûë íàéäåí íîâûé ñïîñîá. Â ðàáîòå àâòîðà
[1] áûëè ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà íà äâóìåðíîì òîðå T2, à òàêæå
ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû îòêëîíåíèé äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ.

Ðàçáèåíèå òîðà T2 îñóùåñòâëÿåòñÿ íà òðè îáëàñòè

T2 = T2
0 t T2

1 t T2
2, (1)

ÿâëÿþùèåñÿ ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà. Ðàçáèåíèå (1) çàäàåòñÿ äâóìÿ ïàðà-
ìåòðàìè c è t, ãäå c = (c1, c2) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

Ccon = {c = (c1, c2) ∈ R2; ci ≥ 0, c1 + c2 ≤ 1}, (2)

è 0 < t < 1. Òîãäà òî÷íûå îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ δk(i), k = 0, 1, 2 äëÿ ìíîæåñòâ (1)
îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

−c1 − c2 ≤ δ0(i) ≤ 2,
−1 ≤ δ1(i) ≤ c1,
−1 ≤ δ2(i) ≤ c2

(3)

äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . .
Èç íåðàâåíñòâ (3) âèäíî, ÷òî ãðàíèöû îòêëîíåíèé èëè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ δk(i) çàâè-

ñÿò òîëüêî îò âûáîðà ïàðàìåòðà c. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê ïîäîáðàòü c1 è
c2 òàê, ÷òîáû îäíîâðåìåííî ñäåëàòü êàê ìîæíî ìåíüøå ãðàíèöû âñåõ òðåõ îòêëîíåíèé
δk(i).

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ãðàíèö îòêëîíåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòêëîíåíèÿ δk(i) êàê
êîîðäèíàòû òðåõìåðíîãî âåêòîðà

x = (x0, x1, x2) = (δ0, δ1, δ2), (4)

à òàêæå âûáåðåì ìåòðèêó òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà dθ(x), â êîòîðîé áóäåò ïðîâîäèòüñÿ
îïòèìèçàöèÿ âåêòîðîâ (4). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòðèêè âèäà

dθ(x) = (|x0|θ + |x1|θ + |x2|θ)
1
θ ,

1
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ãäå 1 ≤ θ ≤ ∞, a | | � îáîçíà÷àåò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó.
Íàçîâåì

∆θ(c) = sup
i∈N

d2(δ(i))

âåðõíåé ãðàíèöåé âåêòîðíîãî îòêëîíåíèÿ δ(i) â ìåòðèêå dθ(x) ïðè ôèêñèðîâàííîì c.
Òîãäà

∆θ = inf
c∈Ccon

∆θ(c)

� íèæíÿÿ ãðàíèöà ∆θ(c) ïî âñåì c èç îáëàñòè Ccon, îïðåäåëåííîé â (2).
Åñëè âûáðàòü θ = 2, òî ïîëó÷èì îáû÷íóþ åâêëèäîâó ìåòðèêó

d2(x) =
√
x2

0 + x2
1 + x2

2. (5)

Îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû íèæíåé ãðàíèöû ∆2(c) â ìåòðèêå d2(x) äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü îòêëîíåíèÿ δk, k = 0, 1, 2 çàäàþò òðåõìåðíûé âåêòîð x, è ïóñòü
åãî äëèíà d2(x) îïðåäåëåíà â (5). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∆2 =
√

2.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè c = (1, 0) è c = (0, 1).
Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ïîëó÷åíû â [2] äëÿ ìåòðèê d1(x) = |x0| + |x1| + |x2| è d∞(x) =

max (|x0|, |x1|, |x2|).
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