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Â òåîðèè ÷èñåë õîðîøî èçâåñòíà ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ. Îíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ èç êîëüöà Zm, ò. å. ϕ(m) :=
|Z∗m|. Ó ýòîé ôóíêöèè åñòü ìíîãî èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ, ïîýòîìó åñòåñòâåííî îáîáùèòü
ýòó ôóíêöèþ íà ñëó÷àé ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âìåñòî âìåñòî Zm ìíîæåñòâî
Mat(2,Zm) ìàòðèö 2 × 2 ñ ýëåìåíòàìè èç êîëüöà Zm. Ïóñòü SL(2,Zm) � ìíîæåñòâî
ìàòðèö èç Mat(2,Zm) ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ôóíêöèþ Φ′(m) :=
|SL(2,Zm)| ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ýéëåðà. Òàêæå èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî
GL(2,Zm) îáðàòèìûõ ìàòðèö èç Mat(2,Zm). Íàçîâåì ôóíêöèþ Φ(m) := |GL(2,Zm)|
âòîðîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Â Òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå 40 çíà÷åíèé âñåõ òðåõ ôóíêöèé Ýéëåðà.

m Φ′(m) Φ(m) m Φ′(m) Φ(m) m Φ′(m) Φ(m) m Φ′(m) Φ(m)

1 0 0 11 1320 13200 21 8064 96768 31 29760 892800
2 6 6 12 1152 4608 22 7920 79200 32 24576 393216
3 24 48 13 2184 26208 23 12144 267168 33 31680 633600
4 48 96 14 2016 12096 24 9216 73728 34 29376 470016
5 120 480 15 2880 23040 25 15000 300000 35 40320 967680
6 144 288 16 3072 24576 26 13104 157248 36 31104 373248
7 336 2016 17 4896 78336 27 17496 314928 37 50616 1822175
8 384 1536 18 3888 23328 28 16128 193536 38 41040 738720
9 648 3888 19 6840 123120 29 24360 682080 39 52416 1257984
10 720 2880 20 5760 46080 30 17280 138240 40 46080 737280

Òàáëèöà 1.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé
Ýéëåðà è ñðàâíåíèå ýòèõ ñâîéñòâ ñî ñâîéñòâàìè îáû÷íîé ôóíêöèè Ýéëåðà.

Ìàòðè÷íûå è îáû÷íàÿ ôóíêöèè Ýéëåðà âî ìíîãîì ïîõîæè, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäó-
þùàÿ

Òåîðåìà 1. (ñì. [1]). Ôóíêöèè Ýéëåðà Φ′, Φ è ϕ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

Φ(m) = Φ′(m) · ϕ(m)

ϕ Φ′ Φ

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü: åñëè ÍÎÄ (a, b) = 1, òî
ϕ(ab) = ϕ(a) · ϕ(b) Φ′(ab) = Φ′(a) · Φ′(b) Φ′(ab) = Φ(a) · Φ(b)

Òåîðåìà Ýéëåðà:
äëÿ ëþáîãî A èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà Z∗m, SL(2,Zm) èëè GL(2,Zm)

Aϕ(m) ≡ 1 mod m AΦ′(m) ≡ E mod m AΦ(m) ≡ E mod m

1



Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2014¿

Òàêæå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ðîñòå ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Ýéëåðà. Äëÿ åãî èçó-
÷åíèÿ íàì ïîíàäîáèòüñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàñòåò â ñðåäíåì òàê æå, êàê ôóíê-
öèÿ g (îáîçíà÷èì f ∼̂ g), åñëè

f(1) + . . .+ f(m)

g(1) + . . .+ g(m)
→ 1 ïðè m→∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ϕ(m) ∼̂ m
ζ(2)

, ãäå ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Ðîñò ìàòðè÷íûõ
ôóíêöèé Ýéëåðà èçó÷åí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. (ñì. [2]). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè: Φ′(m) ∼̂ m3

ζ(3)
è

Φ(m) ∼̂ m4 ·
∏
p

(
1− 1

p2
− 1

p3
+ 1

p4

)
.

Çàìå÷àíèå.
∏
p

(
1− 1

p2
− 1

p3
+ 1

p4

)
= c

ζ(2)·ζ(3)
, ãäå c =

∏
p

(1− 1
p2
− 1

p3
+ 1

p4
) ïðèìåðíî

ðàâíà 0,535896.
Â [3] Â.È Àðíîëüä ñòàâèò âîïðîñ î ñâÿçè ðîñòà â ñðåäíåì ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

è ïðîèçâåäåíèÿ ðîñòîâ â ñðåäíåì ñàìèõ ýòèõ ôóíêöèé. Â ðàññìîòðåííûõ èì è À.À.
Êàðàöóáîé ïðèìåðàõ ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ îêàçûâàëîñü âî ìíîãî ðàç áîëüøå ñðåäíåãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Â ñëó÷àå òðåõ ôóíêöèé Ýéëåðà èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà Φ(m) ∼̂ c ·ϕ(m)Φ′(m), ò.å.
ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî ïðîèçâåäåíèÿ íà êîíñòàíòó, î÷åíü áëèç-
êóþ ê 1. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòî ïåðâûé ¾íåòðèâèàëüíûé¿ ïðèìåð ïîäîáíîé ñèòóàöèè.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðîñòà ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ¾ ñêà÷êè ¿ (ò.å.
áîëüøèå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ àðãóìåíòà) ýòèõ ôóíêöèé ïðèõî-
äÿòñÿ ïðèìåðíî íà îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ (õîòÿ àìïëèòóäû ýòèõ ¾ñêà÷êîâ¿
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî áóäåò, åñëè
ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû áîëüøåãî ðàçìåðà?

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ôóíêöèþ Φ′n(m) := |SL(n,Zm)| n-ìåðíîé ìàòðè÷íîé ôóíê-
öèåé Ýéëåðà.

Òåîðåìà 3. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

Φ′n(m) ∼̂ mn2−1 ·
∏
p

(
1

p
·
(

1− 1

pn

)n−1

+ 1− 1

p

)
.
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Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, Ï. Â. Áèáèêîâó, çà ïîìîùü è
âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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