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Понятие меры Гиббса для модели Поттса на дереве Кэли вводится обычным образом

(см. [5], [8]-[10]). В работе [1] изучена ферромагнитная модель Поттса с тремя состояния-
ми на дереве Кэли второго порядка и показано существование критической температуры
𝑇𝑐 такой, что при 𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑐) существуют три трансляционно-инвариантных и несчетное
число не трансляционно-инвариантных мер Гиббса. В работах [6], [7] вводится понятие
слабо периодической меры Гиббса и для модели Изинга найдены некоторые такие меры.
В работе [2] доказано, что на дереве Кэли трансляционно-инвариантная мера Гиббса ан-
тиферромагнитной модели Поттса с внешним полем единственна. В этой работе изучается
слабо периодическая мера Гиббса для антиферромагнитной модели Поттса с внешним по-
лем.

Пусть 𝜏 𝑘 = (𝑉, 𝐿), 𝑘 ≥ 1 есть дерево Кэли порядка 𝑘, т.е. бесконечное дерево, из каждой
вершины которого выходит ровно 𝑘 + 1 ребро, где 𝑉 - множество вершин, 𝐿 - множество
ребер 𝜏 𝑘.

Пусть 𝐺𝑘 - свободное произведение 𝑘 + 1 циклических групп {𝑒, 𝑎𝑖} второго порядка с
образующими 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑘+1, соответственно т.е. 𝑎2𝑖 = 𝑒.

Существует взаимно-однозначное соответствие между множеством вершин 𝑉 дерева
Кэли порядка 𝑘 и группой 𝐺𝑘(см. [2]-[4]).

Мы рассмотрим модель, где спиновые переменные принимают значения из множества
Φ = {1, 2, . . . , 𝑞}, 𝑞 ≥ 2 и расположены на вершинах дерева. Тогда конфигурация на 𝑉
определяется как функция 𝑥 ∈ 𝑉 → (𝑥) ∈ Φ; множество всех конфигураций совпадает с
Ω = Φ𝑉 .

Гамильтониан модели Поттса с внешним полем 𝛼 определяется как

𝐻(𝜎) = −𝐽
∑︁

⟨𝑥,𝑦⟩∈𝐿

𝛿𝜎(𝑥)𝜎(𝑦) − 𝛼
∑︁
𝑥∈𝑉

𝛿1𝜎(𝑥), (1)

где 𝐽, 𝛼 ∈ R.

Известно, что каждой мере Гиббса модели Поттса на дереве Кэли соответствует сово-
купность векторов ℎ = {ℎ𝑥, 𝑥 ∈ 𝑇 𝑘}, удовлетворяющих

ℎ𝑥 =
∑︁

𝑦∈𝑆(𝑥)

𝐹 (ℎ𝑦, 𝜃, 𝛼), (2)

где 𝐹 : ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑞−1) ∈ R𝑞−1 → 𝐹 (ℎ, 𝜃, 𝛼) = (𝐹1, . . . , 𝐹𝑞−1) ∈ R𝑞−1 определяется как:

𝐹𝑖 = 𝛼𝛽𝛿1𝑖 + ln

(︃
(𝜃 − 1)𝑒ℎ𝑖 +

∑︀𝑞−1
𝑗=1 𝑒

ℎ𝑗 + 1

𝜃 +
∑︀𝑞−1

𝑗=1 𝑒
ℎ𝑗

)︃
,

и 𝜃 = exp(𝐽𝛽), 𝑆(𝑥)− множество прямых потомков точки 𝑥 (см., например, [2]).
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Пусть 𝐺𝑘/𝐺
*
𝑘 = {𝐻1, ..., 𝐻𝑟} фактор группа, где 𝐺*

𝑘-нормальный делитель конечного
индекса 𝑟 ≥ 1.

Определение 1. Совокупность векторов ℎ = {ℎ𝑥, 𝑥 ∈ 𝐺𝑘} называется 𝐺*
𝑘− периоди-

ческой, если ℎ𝑦𝑥 = ℎ𝑥 для ∀𝑥 ∈ 𝐺𝑘, 𝑦 ∈ 𝐺*
𝑘.

𝐺𝑘− периодические совокупности называются трансляционно-инвариантными.

Определение 2. Совокупность векторов ℎ = {ℎ𝑥, 𝑥 ∈ 𝐺𝑘} называется 𝐺*
𝑘-слабо пери-

одической, если ℎ𝑥 = ℎ𝑖𝑗 при 𝑥 ∈ 𝐻𝑖, 𝑥↓ ∈ 𝐻𝑗, т.е. значение функции ℎ𝑥 зависит только от
классов принадлежности 𝑥 и 𝑥↓.

Определение 3. Мера 𝜇 называется 𝐺*
𝑘-периодической (слабо периодической), если

она соответствует 𝐺*
𝑘-периодической (слабо периодической) совокупности векторов ℎ.

Пусть 𝑞−произвольное, т.е. 𝜎 : 𝑉 → Φ = {1, 2, 3, ..., 𝑞}. В данной работе рассмотрим
𝑞 ≥ 2. Пусть 𝐴 ⊂ {1, 2, ..., 𝑘 + 1}. Рассмотрим 𝐻𝐴 = {𝑥 ∈ 𝐺𝑘 :

∑︀
𝑗∈𝐴𝑤𝑗(𝑥)−четно}, где

𝑤𝑗(𝑥)-число 𝑎𝑗 в слове 𝑥, 𝐺𝑘/𝐻𝐴 = {𝐻𝐴, 𝐺𝑘∖𝐻𝐴}-фактор группа. Для простоты обозначим
𝐻0 = 𝐻𝐴, 𝐻1 = 𝐺𝑘 ∖𝐻𝐴. В силу (2) для 𝐻𝐴 - слабо периодические совокупности векторов
имеем: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℎ1 = (𝑘 − |𝐴|)𝐹 (ℎ1, 𝜃) + |𝐴|𝐹 (ℎ2, 𝜃)
ℎ2 = (|𝐴| − 1)𝐹 (ℎ3, 𝜃) + (𝑘 + 1 − |𝐴|)𝐹 (ℎ4, 𝜃)
ℎ3 = (|𝐴| − 1)𝐹 (ℎ2, 𝜃) + (𝑘 + 1 − |𝐴|)𝐹 (ℎ1, 𝜃)
ℎ4 = (𝑘 − |𝐴|)𝐹 (ℎ4, 𝜃) + |𝐴|𝐹 (ℎ3, 𝜃).

(3)

Рассмотрим антиферромагнитную модель Поттса с внешним полем. Изучив систему
уравнений (3), доказана следующая

Теорема. При |𝐴| = 𝑘, 𝑘 ≥ 6 и 𝛼 ∈ (𝛼1, 𝛼2) для антиферромагнитной модели Поттса с
внешним полем существуют не менее двух 𝐻𝐴− слабо периодических (не периодических)
мер Гиббса, где 𝛼𝑖 = 𝑘𝑇 ln 𝑏𝑖, 𝑇− температура и

𝑏1 =
(𝑘 − 1 −

√
𝑘2 − 6𝑘 + 1)(1 − 𝜃)(𝜃 + 𝑞 − 1)𝑧

𝑘−1
𝑘

*

2(𝜃 + 𝑞 − 2 + 𝑧*)2
,

𝑏2 =
(𝑘 − 1 +

√
𝑘2 − 6𝑘 + 1)(1 − 𝜃)(𝜃 + 𝑞 − 1)𝑧

𝑘−1
𝑘

*

2(𝜃 + 𝑞 − 2 + 𝑧*)2
.
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