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1. Введение.
Широко известно, что при распространении капиллярно-гравитационного волнового

движения по свободной поверхности жидкости ее частички совершают колебательные дви-
жения совместно с небольшим дрейфовым движением в сторону распространения волны
[1]. При этом траектории движения жидких частиц даже в простейшем случае идеальной
жидкости описываются на качественном уровне. Если рассмотреть границу раздела двух
несмешивающихся жидкостей, движущихся друг относительно друга с постоянной скоро-
стью, то движение частиц их составляющих заметно усложняется. В настоящей работе
исследуется влияние нелинейного волнового движения и относительной скорости движе-
ния жидкостей на особенности траекторий частиц жидкости. Решение строится во втором
приближении по амплитуде волны.

2. Математическая формулировка задачи.
Рассматриваются две несжимаемые идеальные жидкости с плотностями 𝜌𝑤и 𝜌𝑎 < 𝜌𝑤

(𝜌𝑎𝜌𝑤 = 𝜌), соответственно занимающие полупространства 0 в декартовой прямоуголь-
ной системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, в которой ось 𝑂𝑧 направлена вертикально вверх против
направления действия сил тяжести g. А плоскость 𝑂𝑥𝑦 совпадает с равновесной грани-
цей раздела, по которой в положительном направлении оси 𝑂𝑥 распространяется бегущая
капиллярно-гравитационная волна с амплитудой 𝐴 и волновым числом 𝑘, вызывая откло-
нение 𝜉 = 𝜉 (𝑧, 𝑥, 𝑡) границы раздела от равновесного положения. Считается при этом, что
верхняя жидкость движется поступательно с постоянной скоростью 𝑈0. Математическая
формулировка задачи в этом случае выглядит следующим образом [2]:
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𝑧 → ∞: ∇𝜙𝑎 → 0; 𝑧 → −∞: ∇𝜙𝑤 → 0.

Здесь 𝑃𝑤,𝑎 — давление в нижней и верхней жидкостях соответственно, а 𝑝0 — атмосфер-
ное давление. Раскладывая задачу по малому параметру, пропорциональному амплитуде
волнового движения, выделяя порядки малости и последовательно разрешивая задачу для
каждого из них, можно получить решение с необходимой точностью.
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3. Решение.
Решением задачи (1) во втором приближении по амплитуде волны является профиль

отклонения границы раздела и скорости верхней и нижней жидкостей в Эйлеровом пред-
ставлении, которое легко находится стандартными методами:

𝜉 = 𝐴 cos (𝑘𝑥− 𝜔𝑡) + 𝐴2Θ cos (2𝑘𝑥− 2𝜔𝑡)

𝜙𝑤 = 𝐴
𝜔

𝑘
exp (𝑘𝑧) sin (𝑘𝑥− 𝜔𝑡) + 𝐴2Ξ exp (2𝑘𝑧) sin (2𝑘𝑥− 2𝜔𝑡) (2)

𝜙𝑎 = −𝐴
𝜔𝑎

𝑘
exp (−𝑘𝑧) sin (𝑘𝑥− 𝜔𝑎𝑡) + 𝐴2Λ exp (−2𝑘𝑧) sin (2𝑘𝑥− 2𝜔𝑎𝑡)

Здесь Θ, Ξ и Λ— константы, явный вид которых не приводится в силу громоздкости,
а циклическая частота волнового движения 𝜔 связана с волновым числом и другими па-
раметрами задачи дисперсионным уравнением, которое получается при решении задачи
первого порядка малости по амплитуде волны:
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При расчете поля скоростей для верхней жидкости необходимо перейти в систему отсче-
та, движущуюся совместно с верхней жидкостью, при этом частота волнового движения
изменится вследствие эффекта Доплера:
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Для описания траекторий движения выделенных частичек жидкости неудобно поль-
зоваться полученным решением (2): необходимо найти поле скоростей жидкости в пред-
ставлении Лагранжа. Существует процедура перехода от одной формы записи к другой
[3, 4]:
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скоростей в представлении Эйлера. Выполнив подстановку (2) в (3) и проинтегрировав
выражения по времени несложно получить параметрические уравнения кривых, описы-
вающих траектории движения частиц жидкости. Окончательные выражения в настоящей
работе не приводятся в силу своей громоздкости. На рис. 1, 2 приведены примеры по-
строения траекторий движения жидких частичек, находящихся вблизи границы раздела
нижней и верхней жидкостей соответственно. Построения выполнены в безразмерных пе-
ременных 𝜌𝑤 = 𝑔 = 𝛾 = 1 для жидкостей вода-воздух при распространении волны с

волновым числом 𝑘 =

√
1 − 𝜌

4
, амплитудой в одну десятую длины волны и в отсутствии

поступательного движения верхней среды. Из рисунков видно, что жидкие частички дви-
жутся по более сложному закону, чем принято считать: во-первых, частички верхней и
нижней жидкостей совершают вращательные движения в различных направлениях, во-
вторых, на вид кривой, описываемой частицами, сильно влияет нелинейность отклонения
профиля границы раздела (для гравитационных волн заметное влияние оказывается на
движение частичек верхней жидкости, а для капиллярных волн нелинейность сильнее
сказывается на движении частиц, составляющих нижнюю жидкость). Анализ выражений
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показывает, что с увеличением поступательной скорости верхней жидкости замедляется
вращательное движение частичек и при достижении скорости 𝑈0 значения фазовой ско-
рости распространения волны по границе раздела сред 𝑈* =

√︀
(𝑔 (𝜌𝑤 − 𝜌𝑎 + 𝑘2𝛾/𝑘𝜌𝑤 оно

полностью прекращается. В этом случае верхняя жидкость движется только поступатель-
но и наблюдатель в движущейся с такой же скоростью системе отсчета не заметит дрей-
фа верхней жидкости. С дальнейшим увеличением скорости поступательного движения
верхней жидкости ее частички снова начинают вращаться, но уже в противоположную
сторону, а движущийся наблюдатель заметит дрейф в отрицательном направлении оси
𝑂𝑥 . Это проиллюстрировано на рис. 3 построенного при тех же условиях, что и рис. 1 и
рис. 2, но 𝑈0 = 2𝑈*.Таким образом, траектории движения жидких частичек при движении одной среды
относительно другой не тривиальны и сильно зависят от скорости относительного дви-
жения, распространяющейся нелинейной волны и их сложность может регулироваться
общей горизонтальной скоростью движения верхней жидкости, а также амплитудой и
длиной волнового движения.
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Иллюстрации

Рис. 1. Траектории движения частиц в нижней жидкости

Рис. 2. траектории движения частиц в верхней жидкости 𝑈0 = 0

Рис. 3. траектории движения частиц в верхней жидкости 𝑈0 = 2𝑈*
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