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Пусть 𝑀 — гладкое компактное связное многообразие без края, Ω ( 𝑀 — подобласть.
Исследуется гладкость решения задачи минимизации функционала

ℱ𝑓 (𝑢) = ℱ0(𝑢) − ℒ𝑓 (𝑢), 𝑓 ∈ 𝑊−1
𝑞 (Ω),

ℱ0(𝑢) =

∫︁
Ω

𝐹 (𝑥,∇𝑢) 𝑑𝑉, ℒ𝑓 (𝑢) =

∫︁
Ω

𝑓𝑢 𝑑𝑉

в пространстве
∘
𝑊 1

𝑝 (Ω), 𝑝 ∈ (1,∞), 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1. На функцию 𝐹 наложим условия:
F1 𝐹 ∈ 𝐶(𝑇𝑀 ;R).
Так как 𝑇𝑀 является локально тривиальным расслоением, то в каждой карте 𝑈 эле-

мент 𝑧 ∈ 𝑇𝑀 можно отождествить с парой (𝑥, 𝜉) ∈ 𝑈 × R𝑑; потребуем
F2 𝐹 дифференцируема и выпукла по 𝜉.

Положим a = ∇𝜉𝐹 . Пусть в некотором атласе {𝑈𝑛} выполнены условия роста
F3 ∃𝜇 > 0 : |𝐹 (𝑥, 𝜉)| ≤ 𝜇(1 + |𝜉|𝑝), |a(𝑥, 𝜉)| ≤ 𝜇(1 + |𝜉|𝑝−1),

тогда ℱ0 корректно определен и его дифференциал Гато 𝒜0 : 𝑉 → 𝑉 ′ задается (см [1])

⟨𝒜0𝑢, 𝑣⟩ =

∫︁
Ω

a(𝑥,∇𝑢(𝑥))∇𝑣(𝑥) 𝑑𝑉, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 1
𝑝 (Ω).

Пусть 𝐹 дополнительно удовлетворяет условиям:
F4 а) Если 𝑝 ≥ 2 и для любых 𝑥 ∈ 𝑈 , 𝜉, 𝜂 ∈ (R𝑑, | · |), где |𝜉|2 = 𝑔𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 выполнено:

∃𝛼 > 0 : (a(𝑥, 𝜉) − a(𝑥, 𝜂)) · (𝜉 − 𝜂) ≥ 𝛼|𝜉 − 𝜂|𝑝;

б) Если 𝑝 < 2 и имеет место:

∃𝛼 > 0 : (a(𝑥, 𝜉) − a(𝑥, 𝜂)) · (𝜉 − 𝜂) ≥ 𝛼
|𝜉 − 𝜂|2

(|𝜉| + |𝜂|)2−𝑝
,

В обоих случаях ℱ𝑓 допускает единственную минимизирующую точку 𝑢 ∈
∘
𝑊 1

𝑝 (Ω), удовле-
творяющую

−div(a(𝑥,∇𝑢(𝑥))) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω

в смысле распределений.Даже в случае линейной задачи 𝐹 (𝑢) = 1
2
|∇𝑢|2, для любой области Ω и произвольной

правой части 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω) решения задачи принадлежат пространству 𝐻2
𝑙𝑜𝑐(Ω). Отказаться

от локальности в этом утверждении нельзя если не наложены дополнительные условия на
область Ω, например, ее выпуклость или принадлежность границы классу 𝐶1,1 (см [2]).Для ограниченных областей Ω ⊂ R𝑑 с липшицевой границей, в случае оператора Ла-
пласа, Jerison и Kenig установили эффект повышения гладкости (см [3]); а именно, если
𝑓 ∈ 𝐻−1+𝑠(Ω), 𝑠 ∈ (0, 1/2), то решение задачи принадлежит 𝐻1+𝑠(Ω). Savaré разработал
метод (см [4]), позволивший обобщить это утверждение на эллиптические операторы вто-
рого порядка с липшицевыми коэффициентами.Эта статья продолжает исследование, намечанное в [5] и развивает подход, предложен-
ный в [4]. Удалось сохранить эффект повышения гладкости (относительно правой части)
решения в случае областей Ω с гельдеровой границей и весьма слабых дополнительных
ограничениях на вид функционала ℱ𝑓 .
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