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Пусть наблюдается выборка X = (𝑋1, ..., 𝑋𝑛)𝑇 с наблюдениями из X ⊆ R. Пусть далее
распределение P𝜃 наблюдения происходит из класса распределений, индексированного
одномерным параметром 𝜃 ∈ Θ ⊆ R. Кроме того, у распределения с.в. 𝑋1 существует
плотность 𝑝(𝑥|𝜃) = 𝑑P𝜃/𝑑𝜈. Обозначим 𝑝𝑛(X|𝜃) =

∏︀𝑛
𝑖=1 𝑝(𝑋𝑖|𝜃). Пусть 𝜃 есть реализация

случайной величины 𝜗 из распределения G с плотностью 𝑔(𝜃) по лебеговской мере. Обо-
значим символом P совместную меру распределения 𝜗 и X. Тогда P𝜃 будет условным
распеделением X при значении 𝜗 = 𝜃.

Известный результат Бернштейна-фон Мизеса гласит о том, что при довольно слабых
условиях условное распределение параметра 𝜗 при значении выборки X = 𝑥(𝑛) (апостери-
орное распределение) асимптотически нормально, причем предел не зависит от априор-
ного распределения G. Иногда точности этого утверждения может быть не достаточно, и
поэтому возникает необходимость в асимптотических разложениях.

Ставится задача найти асимптотическое разложение апостериорного распределения
по степеням 𝑛−1/2 в некоторой точке 𝜃0, а именно, для заданного 𝑘 найти такие величины
𝐻𝑚

(︀
𝐴, 𝑥(𝑛)

)︀
, что для любого 𝜀 > 0 существует 𝐶 > 0 такое, что

sup
𝑛

P𝜃0

{︃⃒⃒⃒⃒
⃒P (︀√𝑛𝜗 ∈ 𝐴|X

)︀
−

𝑘∑︁
𝑚=0

𝑛−𝑚/2𝐻𝑚 (𝐴,X)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝐶𝑛−(𝑘+1)/2

}︃
< 𝜀,

sup
𝑛

P𝜃0

{︀
|𝐻𝑚 (𝐴,X)| > 𝐶𝑛−𝑚/2

}︀
< 𝜀, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘.

К настоящему моменту было получено несколько результатов, касающихся асимптоти-
ческих разложений в похожих условиях. Однако все они касались оценок параметра (так,
что 𝐴 = 𝐴(X)). Стоит отметить работы Джонсона, Гусева и Венга, проведенные в этом
направлении.

Пусть Φ(𝑥) – функия распределения стандартного нормального закона. E𝜃 – матема-
тическое ожидание, отвечающее P𝜃. Кроме того,

𝑙𝑖(𝜃) = ln 𝑝(𝑥𝑖|𝜃), ∆𝑚(𝜃) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑙
(𝑚)
𝑖 (𝜃), 𝜋𝑚(𝜃) =

𝑑𝑚

𝑑𝜃𝑚
ln 𝑔(𝜃),

𝐼(𝜃) = E𝜃

(︁
𝑙
(1)
1 (𝜃)

)︁2
, ΦΔ(𝑥) = Φ

(︂(︂
𝑥− ∆1(𝜃0)√

𝑛𝐼(𝜃0)

)︂√︀
𝐼(𝜃0)

)︂
.

Перечислим условия, налагаемые на плотности 𝑝 и 𝑔, а также особые условия в фик-
сированной точке 𝜃0 ∈ Θ̊:

1) Для 𝜃 ̸= 𝜆 выполняется
∫︀
|𝑝(𝑥|𝜃) − 𝑝(𝑥|𝜆)| 𝜈(𝑑𝑥) > 0.

2) Существует 𝛿1 > 0 такое, что supΘ |𝜃 − 𝜃0|𝛿1
∫︀ √︀

𝑝(𝑥|𝜃)𝑝(𝑥|𝜃0)𝜈(𝑑𝑥) < ∞.

3) Функция 𝑝(𝑥|𝜃) определена для каждого 𝑥 ∈ X, непрерывна на Θ, имеет 𝑘+3 (𝑘 ≥ 1)
непрерывных производных на Θ.

4) E𝜃0

(︁
𝑙
(2)
1

)︁2
< ∞.

5) При 𝑖 = 3, ..., 𝑘 + 3 E𝜃0

⃒⃒⃒
𝑙
(𝑖)
1

⃒⃒⃒
< ∞.
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6) Существует 𝛿2 ≥ 0 такое, что sup𝜃∈Θ(1 + |𝜃|𝛿2)−1𝐼(𝜃) < ∞.

7) 𝐼(𝜃) > 0 для всех 𝜃 ∈ Θ.
8) 𝑔 имеет 𝑘 + 1 непрерывные производные на Θ.

Введем дополнительные обозначения. 𝐼1(𝑚, 𝑣) – множество индексов (𝑖1, ..., 𝑖𝑚), кото-
рые удовлетворяют

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑖𝑗 = 𝑣, 𝑖𝑗 > 0, 𝑗 = 1,𝑚.

Пусть далее

𝑆𝑛(𝑧) =
√
𝑛 (Θ − 𝜃0) ∩ (−∞, 𝑧); 𝐹𝑚(𝑧) =

∫︁
𝑆𝑛(𝑧)

ℎ𝑚𝑑ΦΔ(ℎ).

Основной результат доклада: при выполнении условий 1)-8) существует 𝑛0 ∈ N, что для
всех 𝑛 > 𝑛0 справедливо разложение апостериорного распределения

√
𝑛𝜗 при значениях

выборки X = 𝑥(𝑛) :

P
(︀√

𝑛(𝜗− 𝜃0) < 𝑧|X = 𝑥(𝑛)
)︀

= 𝑉 −1
0

(︃
ΦΔ(𝑧) +

𝑘∑︁
𝑚=1

𝑛−𝑚/2𝐻𝑚(𝑧)

)︃
+ 𝑛−(𝑘+1)/2𝜉,

где

𝐻𝑚(𝑧) = 𝑓𝑚(𝑧) +
𝑚−1∑︁
𝑗=1

𝑉𝑗𝑓𝑚−𝑗(𝑧), 𝑚 = 1, 𝑘,

𝑉0 = ΦΔ(∞),

𝑉𝑚 =
𝑚∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑉 −𝑗
0

∑︁
𝐼1(𝑗,𝑚)

𝑗∏︁
𝑙=1

𝑓𝑖𝑙(∞), 𝑚 = 1, 𝑘,

𝑓𝑚(𝑧) =
𝑚∑︁
𝑗=1

1

𝑗!

∑︁
𝐼1(𝑗,𝑚)

𝑗∏︁
𝑙=1

𝑞𝑖𝑙(𝑧), 𝑚 = 1, 𝑘,

𝑞1(𝑧) = 𝐹1(𝑧)𝜋1(𝜃0) + 𝐹2(𝑧)
∆2(𝜃0) + 𝑛𝐼(𝜃0)

2
√
𝑛

+ 𝐹3(𝑧)
∆3(𝜃0)

6𝑛
,

𝑞𝑚(𝑧) = 𝐹𝑚(𝑧)
𝜋𝑚(𝜃0)

𝑚!
+ 𝐹𝑚+2(𝑧)

∆𝑚+2(𝜃0)

𝑛(𝑚 + 2)!
, 𝑚 = 2, 𝑘,

причем 𝐻𝑚(𝑧) для всех 𝑧 ∈ R и остаток 𝜉 – равномерно по 𝑛 ограниченные случайные
величины.
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