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Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà âî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè.
Ïóñòü f åñòü äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ êîíå÷íûì àâ-
òîìàòîì Ìèëè A ñ âõîäíûì/âûõîäíûì àëôàâèòîì {0, 1, . . . , p − 1},
òîãäà f åñòü 1-ëèïøèöåâî ïðåîáðàçîâàíèå êîëüöà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë Zp. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê P(A) â [0, 1]2 âèäà:{(

x mod pn

pn
,
f(x) mod pn

pn

)
: n ∈ N, x ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}

}
. (1)

×åðåç LP(A) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà P(A).
Â [1] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü g � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, çà-
äàííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ⊂ [0, 1), g′, g′′ íåïðåðûâíû è âåðíî

{(y, g(y)) : y ∈ [a, b]} ⊂ LP(A).

Òîãäà ñóùåñòâóþò k, c ∈ Q ∩ Zp, òàêèå ÷òî g(x) = kx + c, ïðè
ýòîì A ñîäåðæèò ïîäàâòîìàò, çàäàþùèé ïðåîáðàçîâàíèå kx + c
â Zp.

Äëÿ öåëîãî p-àäè÷åñêîãî z =
∞∑

n=0
anp

n ∈ Zp ïîëîæèì

mon(z) =
∞∑

n=0
anp
−n−1. Òîãäà ñîîòíîøåíèå Mf (mon(z)) = mon(f(z))

çàäàåò ôóíêöèþ Mf íà îòðåçêå [0, 1] îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ
âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê.

Ìû ìîæåì åùå îäíèì ñïîñîáîì ñîïîñòàâèòü ôóíêöèè f ìíîæå-
ñòâî òî÷åê M(f) â åäèíè÷íîì êâàäðàòå:

M(f) = {(mon(z),mon(f(z)) : z ∈ Zp}. (2)

Íåêîòîðûì àíàëîãîì òåîðåìû 1 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óñòàíîâëåííàÿ â [2]:
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Òåêóùàÿ ñåêöèÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Mf (y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå
(a, b). Òîãäà Mf (y) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ôóíêöèåé íà (a, b).

Â äîêëàäå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè (1) è
(2) äëÿ 1-ëèïøèöåâûõ àôôèííûõ ôóíêöèé, à èìåííî, ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé 1-ëèïøèöåâîé ôóíêöèè
f : Zp → Zp âåðíî Mf (mon(x)) = kmon(x) + c. Òîãäà ëèáî f
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ëèáî îíà çàäàåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì,
îáëàäàþùèì ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• Åãî åäèíñòâåííàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà (ò.å. ìèíèìàëü-
íûé ïîäàâòîìàò) ïîëó÷àåòñÿ èç àâòîìàòà p-àäè÷åñêîãî
óìíîæåíèÿ íà öåëîå ÷èñëî h = 1/k èíâåðòèðîâàíèåì ðåáåð
è çàìåíîé âõîäíûõ ñèìâîëîâ âûõîäíûìè (è íàîáîðîò).

• Àâòîìàò ïîïàäàåò â ñâîþ ýðãîäè÷åñêóþ êîìïîíåíòó èç ëþáî-
ãî ñîñòîÿíèÿ çà îãðàíè÷åííîå ÷èñëî øàãîâ, çàâèñÿùåå òîëüêî
îò ñîñòîÿíèÿ è íå çàâèñÿùåå îò ñèìâîëîâ âõîäà.
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