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В данной работе исследуется микробиологическая задача роста
колонии трихомных бактерий [3]:

ẋ = a− (a+ x)u, 0 6 t 6 T, x(0) = x0 > 0,

L =

T∫
0

x

1 + x
u dt −→ max

u(·)∈YU
, u ∈ U = [0; 1] .

(1)

Метод решения задачи (1) — принцип максимума Понтрягина [1].
В рассматриваемой задаче имеется «особый» режим:

xsng =
√
a, usng =

√
a

1 +
√
a
. (2)

Экстремальный процесс в зависимости от начального условия:

1. x0 < xsng: τ =
√
a−x0

a .

x(t) =


x0 + at, 0 6 t 6 τ,

xsng, τ < t 6 θ,

xsnge
θ−t, θ < t 6 T,

u(t) =


0, 0 6 t 6 τ,

usng, τ < t 6 θ,

1, θ < t 6 T.

2. x0 = xsng:

x(t) =

{
xsng, 0 6 t 6 θ,

xsnge
θ−t, θ < t 6 T,

u(t) =

{
usng, 0 6 t 6 θ,

1, θ < t 6 T.

3. x0 > xsng: τ = lnx0 − ln
√
a,

x(t) =


x0e
−t, 0 6 t 6 τ,

xsng, τ < t 6 θ,

xsnge
θ−t, θ < t 6 T,

u(t) =


1, 0 6 t 6 τ,

usng, τ < t 6 θ,

1, θ < t 6 T.

1



Текущая секция

Момент θ схода с «особого режима» не зависит от начального
условия x0 и всегда равен

θ = T − ln

(
2 +

1√
a

)
. (3)

Оптимальность найденного экстремального процесса доказыва-
лась с помощью динамического программирования Беллмана. В
классической форме требуется, чтобы функция Беллмана V (t, x) бы-
ла гладким решением дифференциального уравнения Беллмана [2].
Но частная производная по времени функции Беллмана V ′t (t, x) для
задачи (1) имеет разрыв 1-го рода в момент времени θ. Поэтому было
сформулировано и доказано следующее утверждение, из которого и
следует оптимальность найденного экстремального процесса:

Теорема 1. Пусть

1. V(x,t) — решение уравнения Беллмана, причем V(x,t), V ′x(x, t)
непрерывны на (0;∞)× (0;T ), а V ′t (x, t) непрерывна на (0;∞)×
(0; θ) ∪ (θ;T ),

2. вдоль допустимого процесса

(x(t), u(t)), 0 6 t 6 T, x(t0) = x0, (4)

выполняется условие ∀t ∈ (0, T )

V ′t (x(t), t) + f0(x(t), u(t)) + V ′x(x(t), t) · f(x(t), u(t)) = 0. (5)

Тогда процесс (4) оптимален. Оптимальное значение функцио-
нала равно V (x0, 0).
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