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В работе [1] была поставлена модификация классической задачи Канторовича об оп-
тимальной транспортировке — задача об оптимальной транспортировке с ограничением
на плотность. Среди всех оптимальных мер с заданными проекциями, имеющих плотно-
сти, ограниченные некоторой данной функцией, требуется найти оптимальную. Авторы
[1] показали существование и единственность решения этой задачи для пространства R𝑛.
Доклад посвящен задаче об оптимальной транспортировке с ограничением на плотность
для бесконечномерного тора 𝐶∞, где 𝐶 — окружность длины 1 с борелевской 𝜎-алгеброй
и мерой Лебега 𝜆.

Пусть 𝑋 = 𝑌 = 𝐶∞ — основные вероятностные пространства, и заданы неотрица-
тельная функция 𝜒 ∈ 𝐿1

𝑐(𝑋 × 𝑌 ) и неотрицательные плотности 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋), 𝑔 ∈ 𝐿1(𝑌 )
с одинаковыми массами. Введем обозначения для проекций функции ℎ ∈ 𝐿1

𝑐(𝑋 × 𝑌 ) на
пространства 𝑋 и 𝑌 : (ℎ)𝑋 =

∫︀
𝑌
ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦, (ℎ)𝑌 =

∫︀
𝑋
ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥. Рассмотрим выпуклое

множество интегрируемых плотностей

Γ(𝑓, 𝑔)𝜒 = {ℎ ∈ 𝐿1(𝑋 × 𝑌 ) : 0 ≤ ℎ(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜒(𝑥, 𝑦), (ℎ)𝑋 = 𝑓(𝑥), (ℎ)𝑌 = 𝑔(𝑦)}.
Ставится задача оптимальной транспортировки с ограничением на плотность: для

непрерывной функции 𝑐 минимизировать функционал 𝐼𝑐(ℎ) =
∫︀
𝑋×𝑌

𝑐(𝑥, 𝑦)ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 на
выпуклом множестве плотностей ℎ из Γ(𝑓, 𝑔)𝜒.

Теорема 1. Пусть функция 𝑐 непрерывна. Пусть заданы неотрицательная функция
𝜒 ∈ 𝐿∞(𝑋×𝑌 ) и такие неотрицательные плотности 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋), 𝑔 ∈ 𝐿1(𝑌 ), что Γ(𝑓, 𝑔)𝜒 ̸= ∅.
Тогда 𝐼𝑐 достигает минимального значения на Γ(𝑓, 𝑔)𝜒.

Для всякой пары переменных (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), где 1 ≤ 𝑖 < ∞, 1 ≤ 𝑗 < ∞, введем обозначение
для смешанной второй частной производной функции 𝑐: 𝜕𝑖,𝑗𝑐 = 𝜕2𝑐(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
.

Теорема 2. Пусть непрерывная функция 𝑐 удовлетворяет следующим условиям:
(C1) для всякой пары переменных (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), где 1 ≤ 𝑖 < ∞, 1 ≤ 𝑗 < ∞, существует и
непрерывна функция 𝜕𝑖,𝑗𝑐;
(C2) существует не более чем счетный набор дизъюнктных открытых множеств {𝐺𝑘}𝑁𝑘=1

(где 𝑁 ≤ ∞) такой, что выполнены следующие условия:
1) множества 𝐺𝑘 имеют положительную меру Лебега: ∀𝑘 ≤ 𝑁 𝜆(𝐺𝑘) > 0;
2) 𝜆(𝑋 × 𝑌 ∖(

⨆︀𝑁
𝑘=1 𝐺𝑘)) = 0;

3) для всякого 𝑘 ≤ 𝑁 существует пара переменных (𝑥𝑖𝑘 , 𝑦𝑗𝑘) такая, что функция 𝜕𝑖𝑘,𝑗𝑘𝑐
знакопостоянна на 𝐺𝑘.

Пусть фиксирована неотрицательная функция 𝜒 ∈ 𝐿∞(𝑋 × 𝑌 ) и неотрицательные
плотности 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋), 𝑔 ∈ 𝐿1(𝑌 ) таковы, что множество Γ(𝑓, 𝑔)𝜒 ̸= ∅. Тогда существует
единственная функция ℎ ∈ Γ(𝑓, 𝑔)𝜒, минимизирующая 𝐼𝑐.
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