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<p>Пусть (𝑋,𝒜) и (𝑌,ℬ) — измеримые пространства с заданными на них вероятност-
ными мерами 𝜇 и 𝜈 соответственно. Пусть 𝑐(𝑥, 𝑦) — неотрицательная измеримая функция
на 𝑋 × 𝑌 . Она называется функцией стоимости. Задача Канторовича состоит в миними-
зации функционала стоимости

𝐾(𝜋) =

∫︁
𝑋×𝑌

𝑐(𝑥, 𝑦)𝜋(𝑑𝑥, 𝑑𝑦)

по всем вероятностным мерам 𝜋 на 𝑋 × 𝑌 с проекциями 𝜇 и 𝜈. Рассмотрим задачу Кан-
торовича на пространстве 𝑋 = 𝑌 = 𝐶[0, 1] с борелевской 𝜎-алгеброй 𝒜 = ℬ, соответству-
ющей его естественной равномерной норме, с функциями стоимости 𝑐(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|2𝐻 и
𝑐(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|𝐻 , где

𝐻 = 𝑊 2,1
0 = {ℎ : ℎ абсолютно непрерывна на [0, 1], ℎ′ ∈ 𝐿2[0, 1], ℎ(0) = 0}

есть пространство Камерона–Мартина меры Винера 𝑃𝑊 (см. (1)) с нормой |ℎ|𝐻 = ‖ℎ′‖𝐿2 .
Задача Канторовича с такой функцией стоимости была впервые изучена Д.Фейелем и
А.С.Устюнелем (2) и оказалась разрешима в случае, когда 𝜇 — это мера Винера, а 𝜈
абсолютно непрерывна относительно 𝜇. Рассмотрим аналогичную задачу, где вместо меры
Винера возьмем более общее распределение диффузионного процесса. В этом случае, при
соответствующих условиях на коэффициенты процесса, мера 𝜇 есть образ меры Винера
𝑃𝑊 на 𝑋 при отображении

𝐹 : 𝑋 → 𝑋, 𝐹 (𝑥) = 𝑓 ∘ 𝑥,

где 𝑓 ∈ 𝐶1(R) — нелинейный диффеоморфизм вещественной прямой. Оказывается, что,
как правило, такая задача Канторовича не имеет нетривиальных решений (т.е. решений,
отличных от случая 𝜇 = 𝜈). Точнее, справедлива следующая теорема:
Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶2(R) — диффеоморфизм прямой, причем нули функции 𝑓 ′′

образуют множество лебеговской меры нуль. Предположим, что мера 𝜋 на 𝑋×𝑋 имеет
проекции 𝜇 и 𝜈, причем мера 𝜈 абсолютно непрерывна относительно меры 𝜇. Пусть
конечна величина 𝐾(𝜋). Тогда 𝑥 = 𝑦 для 𝜋-почти всех (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 и, следовательно,
𝜇 = 𝜈.

Из этой теоремы, в частности, следует, что задача Канторовича не имеет нетривиаль-
ных решений в случае, когда 𝑓 — нелинейная аналитическая функция.
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