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Каждой мере Гиббса сопоставляется одна фаза физической системы. Если существует

более чем одна мера Гиббса, то говорят, что существуют фазовые переходы. Основная
проблема для данного гамильтониана - это описание всех отвечающих ему предельных
мер Гиббса. В работах [1]-[4] для модели Изинга описаны трансляционно-инвариантные
меры Гиббса на дереве Кэли. Описанию периодических гиббсовских мер для некоторых
моделей с конечным числом радиуса взаимодействия, которые, в основном, были либо
трансляционно-инвариантными, либо периодическими с периодом два, посвящены рабо-
ты ([5], [6]).
Пусть 𝜏 𝑘 = (𝑉, 𝐿), 𝑘 ≥ 1 есть дерево Кэли порядка 𝑘, т.е. бесконечное дерево, из каждой
вершины которого выходит равно 𝑘 + 1 ребро, где 𝑉 - множество вершин, 𝐿 - множество
ребер 𝜏 𝑘. Пусть 𝐺𝑘 - свободное произведение 𝑘 + 1 циклических групп второго порядка с
образующими 𝑎1, 𝑎2, ...𝑎𝑘+1. Известно, что существует взаимно-однозначное соответствие
между множеством вершин 𝑉 дерево Кэли порядка 𝑘 и группой 𝐺𝑘. Поэтому мы отож-
дествляем 𝑉 и 𝐺𝑘(см. [1], [7]).

Для произвольной точки 𝑥0 ∈ 𝑉 положим 𝑊𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑉 |𝑑(𝑥0, 𝑥) = 𝑛}, 𝑉𝑛 =
𝑛⋃︀

𝑚=0

𝑊𝑚, где

𝑑(𝑥, 𝑦)-расстояние между 𝑥 и 𝑦 на дереве Кэли, т.е. число ребер пути, соединяющее 𝑥 и
𝑦 . Пусть Φ = {−1, 1} и 𝜎 ∈ Ω = Φ𝑉 конфигурация, то есть 𝜎 = {𝜎(𝑥) ∈ Φ : 𝑥 ∈ 𝑉 }.
Обозначим через Ω𝑉𝑛 пространство конфигураций, определенных на множестве 𝑉𝑛 и при-
нимающих значения из Φ = {−1, 1}.
Рассмотрим гамильтониан модели Изинга

𝐻𝑛(𝜎) = −𝐽
∑︁

𝑥,𝑦∈𝑉𝑛

𝜎(𝑥)𝜎(𝑦), (1)

где 𝐽 ∈ 𝑅.
Пусть ℎ𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑉. Для каждого 𝑛 определим меру 𝜇𝑛 на Ω𝑉𝑛 , полагая

𝜇𝑛(𝜎) = 𝑍−1
𝑛 exp{−𝛽𝐻𝑛(𝜎) +

∑︁
𝑥∈𝑊𝑛

ℎ𝑥𝜎(𝑥)}, (2)

где 𝛽 = 1
𝑇
(𝑇 -температура), 𝜎 ∈ Ω𝑉𝑛 , 𝑍−1

𝑛 − нормирующий множитель.
Условие согласованности для 𝜇𝑛(𝜎𝑛), 𝑛 ≥ 1, определяется равенством∑︁

𝜔∈Ω𝑉𝑛 :𝜔|𝑉𝑛−1
=𝜎

𝜇𝑛(𝜔) = 𝜇𝑛−1(𝜎), ∀𝜎 ∈ Ω𝑉𝑛−1 . (3)

Тогда в силу теоремы Колмогорова существует и притом единственная предельная мера
𝜇 на Ω𝑉 = Ω (которая называется предельной мерой Гиббса) такая, что для каждого
𝑛 = 1, 2, ...

𝜇(𝜎|𝑉𝑛 = 𝜎𝑛) = 𝜇𝑛(𝜎𝑛).

Меры (2) удовлетворяют (3) тогда и только тогда, когда совокупность величин ℎ = {ℎ𝑥, 𝑥 ∈
𝐺𝑘} удовлетворяет
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ℎ𝑥 =
∑︁

𝑦∈𝑆(𝑥)

𝑓(ℎ𝑦, 𝜃), (4)

где 𝑆(𝑥)- множество "прямых потомков"точки 𝑥 ∈ 𝑉 и 𝑓(𝑥, 𝜃) = 𝑎𝑟𝑐𝑡ℎ(𝜃𝑡ℎ𝑥), 𝜃 = 𝑡ℎ(𝐽𝛽),
𝛽 = 1

𝑇
, 𝑇 - температура (см. [1], [2], [4]).

Определение 1. Совокупность величин ℎ = {ℎ𝑥, 𝑥 ∈ 𝐺𝑘} называется 𝐺*
𝑘-периодической,

если ℎ𝑥𝑦 = ℎ𝑥 для ∀𝑥 ∈ 𝐺𝑘, 𝑦 ∈ 𝐺*
𝑘. 𝐺𝑘-периодическая совокупность величин называется

трансляционно-инвариантной.
Определение 2. Мера 𝜇 называется𝐺*

𝑘-периодической, если она соответствует𝐺*
𝑘-периоди-

ческой совокупности величин ℎ.
Для трансляционно-инвариантной совокупности величин ℎ уравнение (4) имеет следую-
щий вид

ℎ = 𝑘𝑓(ℎ, 𝜃). (5)

Из работ [3], [4] известно, что уравнение (5) имеет единственное решение ℎ = 0, если
𝜃 ∈ (0, 𝜃𝑐] = 1

𝑘
и три решения ℎ = 0,±ℎ*, ℎ*- положительно , если 𝜃 ∈ (𝜃𝑐, 1).

Пусть 𝑘 ≥ 2, 𝑘0 ≥ 2 такое, что (𝑘 − 𝑘0)− четное положительное число. Теперь с помощью
ℎ* построим совокупность величин, удовлетворяющих функциональному уравнению (4).
Для𝑥 ∈ 𝑉 через 𝑆𝑘0(𝑥)− обозначим произвольный набор из 𝑘0 вершин множества 𝑆(𝑥), а
остальные 𝑘 − 𝑘0 вершин обозначим через 𝑆𝑘−𝑘0(𝑥).
Построим совокупность величин ℎ = {ℎ𝑥, 𝑥 ∈ 𝑉 } следующим образом:
(𝑎1). Если на вершине 𝑥 имеем ℎ𝑥 = ℎ*, то на каждую вершину из 𝑆𝑘0(𝑥) ставим значение
ℎ*, а на каждую вершину из 𝑆𝑘−𝑘0(𝑥) ставим одно из значений ℎ* и −ℎ* так, что∑︁

𝑦∈𝑆𝑘−𝑘0
(𝑥)

𝑓(ℎ𝑦, 𝜃) = 0. (6)

т.е. на половину вершин из 𝑆𝑘−𝑘0(𝑥) ставим значение ℎ* , а на другую половину −ℎ*.
(𝑎2). Если на вершине 𝑥 имеем ℎ𝑥 = −ℎ*, то на каждую вершину из 𝑆𝑘0(𝑥) ставим зна-
чение −ℎ*, а на каждую вершину из 𝑆𝑘−𝑘0(𝑥) ставим одно из значений ℎ* и −ℎ* так, что
выполняется (6).
Совокупность величин ℎ, построенную по правилам (𝑎1) и (𝑎2), назовем (𝑘0)−трансляционно-
инвариантной.
Утверждение 1. Любая (𝑘0)−трансляционно-инвариантная совокупность величин на 𝜏 𝑘

удовлетворяет функциональному уравнению (4).
Определение 3. Меру, соответствующую (𝑘0)−трансляционно-инвариантной совокупно-
сти величин, назовем (𝑘0)−трансляционно-инвариантной мерой Гиббса.
Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть 𝑘 ≥ 2, 𝑘0 ≥ 2 такие, что (𝑘 − 𝑘0)−четное положительное число и
𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑐,𝑘0) (т.е. 𝜃 ∈ (𝜃𝑐, 1)). Тогда для ферромагнитной модели Изинга на дереве Кэли
порядка 𝑘 существуют ровно две 𝑘0−трансляционно-инвариантные меры Гиббса.
Из работы [5] имеем, что при 𝜃 ∈ (−1,−𝜃𝑐) система уравнений (4) имеет три решения вида
ℎ∓
* = (−ℎ*, ℎ*), ℎ

0
* = (0, 0), ℎ±

* = (ℎ*,−ℎ*).
Теперь с помощью ℎ∓

* , аналогичным образом, построим совокупность величин, которых
назовём (𝑘0)− периодической.
Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть 𝑘 ≥ 2, 𝑘0 ≥ 2 такие, что (𝑘 − 𝑘0)−четное положительное число и
𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑐,𝑘0) (т.е.𝜃 ∈ (−1,−𝜃𝑐)). Тогда для антиферромагнитной модели Изинга на дереве
Кэли порядка существуют ровно две (𝑘0)−периодические меры Гиббса.
Замечание. Все выше рассматриваемые и доказанные существования меры не являются
периодическими (в частности, и не трансляционно-инвариантными).
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