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Проблема Штейнера состоит в том, чтобы для некоторого конечного множества в мет-

рическом пространстве построить кратчайшее дерево, соединяющее все эти точки, — ми-
нимальное дерево Штейнера, обозначаемое через SMT.

Одно из обобщений задачи Штейнера — задача о минимальном заполнении конечно-
го метрического пространства, возникшая совсем недавно в работе А. О. Иванова и А. А.
Тужилина [2] и основанная на идее М. Громова о минимальном заполнении риманого мно-
гообразия. Требуется найти взвешенный граф наименьшего веса, соединяющий конечное
метрическое пространство, с учетом определенных естественных условий на веса ребер.
Полученное минимальное заполнение обозначается через MF.

Для конечного подмножества плоскости, состоящего более чем из одного элемента,
мы можем построить как минимальное дерево Штейнера, так и минимальное заполнение,
а оценить связь между ними можно с помощью суботношения Штейнера — отношения
веса минимального заполнения к длине минимального дерева Штейнера. Взяв инфимум
суботношения по какому-то классу конечных подмножеств R2, мы получим числовую ха-
рактеристику R2. В докладе рассматривается класс четырехточечных подмножеств.

Фиксируем треугольник A1A2A3, являющийся выпуклой оболочкой четырехточечного
множества, а оставшейся точке A4 разрешим занимать произвольное положение внутри
него или на его границе. Треугольник A1A2A3 разбивается на области в зависимости от то-
го, какая топология минимального дерева Штейнера реализуется при каждом возможном
положении точки A4. Аналогично можно рассмотреть разбиение треугольника A1A2A3
на области в зависимости от топологии минимального заполнения множества {A1, A2,
A3, A4}. В докладе будет приведено полное описание областей постоянства множества
топологий SMT и MF. Также будет дано полное описание того, как устроены топологии
минимальных деревьев Штейнера и минимальных заполнений для невыпуклых четырех-
угольников на плоскости.

Также строится бифуркационная картина топологий указанных деревьев в случае вы-
пуклой четырехточечной границы. Указываются ограничения на класс кривых, в котором
лежат кривые, разделяющий разные области на бифуркационной диаграмме, построенной
для любого конечного числа точек границы.

Опираясь на бифуркационную картину топологий минимальных деревьев Штейнера
и минимальных заполнений для невыпуклых множеств, можно получить следующий ре-
зультат.

Теорема. Для любых четырех точек евклидовой плоскости Штейнера больше или
равно корню из трех пополам, причем эта граница достигается только для множества
точек, лежащих в вершинах равнобедренных трапеций, у которых основания видны из
точки пересечения диагоналей под углом 60 градусов.
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Этот результат показывает, что четырехточечное суботношение Штейнера равно трех-
точечному, вычисленному А. О. Ивановым и А. А. Тужилиным в [2]. Найдены все конфи-
гурации, на которых четырехточечное суботношение Штейнера достигается.
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