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Для автономной системы дифференциальных уравнений на плоскости
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= 𝑄(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω ⊂ 𝑅2, 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω, 𝑅) (1)

рассматривается проблема точной оценки числа и локализации предельных циклов, окру-
жающих одну точку покоя в односвязной области Ω фазовой плоскости 𝑅2. Предлагаемый
способ решения основан на применении подхода, предложенного Л.А. Черкасом [1].

Определение 1. Функция Ψ ∈ 𝐶1(Ω, 𝑅) называется функцией Дюлака-Черкаса си-
стемы (1) в Ω, если существует число 0 ̸= 𝑘 ∈ 𝑅 такое, что выполняется неравенство
Φ (𝑥, 𝑦) = 𝑘Ψ div 𝑋 + 𝜕Ψ
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𝑃 + 𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑄 ≥ 0(≤ 0), ∀(𝑥, 𝑦) ∈ Ω ⊂ 𝑅2, 𝑋 = (𝑃,𝑄).

Для локализации предельных циклов в области Ω используется трансверсальность мно-
жества 𝑊 = {(𝑥, 𝑦) ∈ Ω : Ψ(𝑥, 𝑦) = 0} векторному полю 𝑋 системы (1).

Теорема 1 (Признак Дюлака-Черкаса). Пусть в односвязной области Ω систе-
ма (1) имеет единственную точку покоя 𝑂, являющуюся антиседлом, а Ψ представляет
функцию Дюлака-Черкаса системы (1) при отрицательном 𝑘 в области Ω, где 𝑊 состоит
из 𝑠 вложенных друг в друга овалов 𝜔𝑖, окружающих точку 𝑂. Тогда в каждой из 𝑠 − 1
кольцеобразных подобластей Ω𝑖, ограниченных соседними овалами 𝜔𝑖 и 𝜔𝑖+1, система (1)
имеет точно один предельный цикл, а в целом она может иметь в области Ω не более 𝑠
предельных циклов.

Признак Дюлака-Черкаса позволяет эффективно находить верхнюю оценку числа пре-
дельных циклов для многих классов систем (1) [1]. Однако остается открытым вопрос су-
ществования предельного цикла в двусвязной подобласти Ω𝑠 ⊂ Ω, граница которой состоит
из границы области Ω и внешнего овала 𝜔𝑠 множества 𝑊 . В докладе будут представлены
подходы, позволяющие доказать существование предельного цикла в подобласти Ω𝑠. С
этой целью признак Дюлака-Черкаса применяется дважды для построения в Ω𝑠 замкну-
той трансверсальной кривой. Суть двух из предлагаемых подходов изложена в следующих
теоремах.

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и дополнительно для системы (1)
в области Ω существует функция Дюлака-Черкаса Ψ1(𝑥, 𝑦) при отрицательном 𝑘1 такая,
что множество 𝑊1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ Ω : Ψ1(𝑥, 𝑦) = 0} состоит из 𝑠 + 1 овала в Ω, окружающих
точку 𝑂. Тогда система (1) в области Ω имеет точно 𝑠 предельных циклов.

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 1 и дополнительно для системы (1)
в области Ω существует функция Дюлака 𝐵 = |Ψ(𝑥, 𝑦)| 1𝑘 |Ψ1(𝑥, 𝑦)|
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является зна-
копостоянной и при этом множество 𝑊1 состоит из единственного овала, расположенного
в двусвязной подобласти Ω𝑠 и окружающего все овалы множества 𝑊 . Тогда система (1)
имеет точно 𝑠 предельных циклов в области Ω.

Разработанные подходы апробированы на примерах обобщенной системы Ван Дер По-
ля и возмущенной гамильтоновой системы.
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