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Формулируется натуральное исчисление1, аксиоматизирующее трёхзначную логику2

А. Гейтинга G3, впервые появившуюся в его статье [3].
Логической матрицей для G3 является M𝐺3 = {{1, 1/2, 0},¬,⊃,∨,∧, {1}}3.

𝐴 ¬
1 0
1/2 0
0 1

⊃ 1 1/2 0
1 1 1/2 0
1/2 1 1 0
0 1 1 1

∨ 1 1/2 0
1 1 1 1
1/2 1 1/2 1/2
0 1 1/2 0

∧ 1 1/2 0
1 1 1/2 0
1/2 1/2 1/2 0
0 0 0 0

Следует сказать, что G3 — исторически первая суперинтуиционисткая логика. Она вери-
фицирует все аксиомы и правила вывода пропозиционального интуиционистского гиль-
бертовского исчисления Int, а также формулу (¬𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ (((𝐵 ⊃ 𝐴) ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐵), добав-
ление которой к Int, как показал Я. Лукасевич [6], дает адекватную аксиоматизацую G3.
Кроме того, G3 появляется в статье К. Гёделя [2] при доказательстве нетабличности Int
и существования счетно-бесконечной последовательности логик G3,...,Gn, ... между Int и
классической логикой; а также в работе С. Яськовского [4] при доказательстве финит-
ной аппроксимируемости Int. В связи с последним результатом G3 называют ещё первой
матрицей Яськовского. Более подробно ознакомиться со свойствами G3 можно, используя
как уже перечисленные работы, так и монографию А.С. Карпенко [1].
Зададим правила вывода натурального исчисления ND𝐺3 :

(𝐸𝑀𝑊 )
¬𝐴 ∨ ¬¬𝐴

(∨𝐼1)
𝐴

𝐴 ∨𝐵
(∨𝐼2)

𝐵

𝐴 ∨𝐵
(∨𝐸)

[𝐴] [𝐵]
𝐴 ∨𝐵, 𝐶, 𝐶

𝐶

(∧𝐼) 𝐴, 𝐵

𝐴 ∧𝐵
(∧𝐸1)

𝐴 ∧𝐵

𝐴
(∧𝐸2)

𝐴 ∧𝐵

𝐵
(¬ ∨ 𝐼)

¬𝐴 ∧ ¬𝐵
¬(𝐴 ∨𝐵)

(¬ ∨ 𝐸)
¬(𝐴 ∨𝐵)

¬𝐴 ∧ ¬𝐵

(¬ ∧ 𝐼)
¬𝐴 ∨ ¬𝐵
¬(𝐴 ∧𝐵)

(¬ ∧ 𝐸)
¬(𝐴 ∧𝐵)

¬𝐴 ∨ ¬𝐵
(⊃ 𝐼1)

𝐵

[𝐴] ⊃ 𝐵
(⊃ 𝐼2)

¬𝐴
[𝐴] ⊃ 𝐵

(⊃ 𝐼3)
(𝐴 ∨ ¬𝐵) ∨ (𝐴 ⊃ 𝐵)

(𝑀𝑃 )
𝐴 ⊃ 𝐵, 𝐴

𝐵
(𝑀𝑇 )

𝐴 ⊃ 𝐵, ¬𝐵
¬𝐴

(¬ ⊃ 𝐼)
¬𝐵

¬𝐴 ∨ ¬(𝐴 ⊃ 𝐵)
(¬ ⊃ 𝐸1)

¬(𝐴 ⊃ 𝐵)

¬𝐵
(¬ ⊃ 𝐸2)

¬(𝐴 ⊃ 𝐵), ¬𝐴
𝐴

Мы допускаем два различных, но эквивалентных определения вывода 𝐴 из Γ в ND𝐺3 .
Одно из них предполагает линейную форму записи вывода, другое — древовидную. По-
скольку оба эти определения стандартны для рассматриваемого типа исчислений, мы их
здесь не приводим.
Теорема. ∀̇Γ ∀̇𝐴 : Γ ⊢ 𝐴 в исчислении ND𝐺3 ⇔ Γ |= 𝐴 в матрице M𝐺3 .

1Исчисление называем натуральным, если в нем наряду с прямыми 𝑛-посылочными (𝑛 > 0) правилами
вывода используются косвенные 𝑚-посылочные (𝑚 > 0) правила вывода, позволяющие делать допущения.
В построенном нами натуральном исчислении ND𝐺3

косвенными правилами являются (∨𝐸), (⊃ 𝐼1) и
(⊃ 𝐼2), а остальные — прямыми.

2Логикой называем множество всех утверждений о следовании в соответствующем языке.
3Определение формулы языка логики G3 стандартно. Условимся буквами 𝐴, 𝐵 и 𝐶 обозначать в

метаязыке формулы объектного языка, буквой Γ множество (возможно, пустое) формул, символами [𝐴]
и [𝐵] допущения, а символами ⇔ и ∀̇ метаязыковые классические эквиваленцию и квантор общности.
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Проведённое нами доказательство Теоремы здесь не приводим (из-за недостатка места);
отметим лишь, что при её доказательстве справа налево нами была использована моди-
фикация метода Л. Хенкина, описанная в статье [5].
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