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В теории оптимального управления известна задача о качении сферы(без проскаль-
зываний и прокручиваний) по плоскости. Она заключается в том, чтобы найти такую
траекторию минимальной длины, что сфера при качении по ней перейдет из одного зара-
нее заданного положения в другое. Оказалось, что эта задача связана с задачей об эла-
стиках [1]. Связь между ними исследована в работе [2], а в работе [3] описан некоторый
компьютерный алгоритм, позволяющий искать оптимальные траектории.

Постановка задачи: Пусть сфера катится по ломаной, расположенной на плоскости.
Требуется понять при каких условиях траектории, описываемые точкой касания будут за-
мкнуты и на сфере, и на плоскости, а также привести примеры таких замкнутых ломаных
на плоскости, что при качении сферы по ним, траектория точки касания на сфере также
будет замкнута и понять, как устроены эти примеры.

Теорема Ломаная замкнута на плоскости тогда и только тогда, когда её ёж нулевой.
Теорема Ломаная на сфере замкнута тогда и только тогда, когда результирующий

кватернион вращений сферы задаёт вращение только вокруг вертикальной оси.
В классе треугольников и параллелограммов найдены и описаны все такие примеры.
Утверждение Пусть ломаная это треугольник. Тогда соответствующая ломаная на

сфере замкнута тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

∙ Длины всех сторон треугольника кратны 2𝜋

∙ Одна из сторон треугольника имеет вид: 2𝜋𝑛, где 𝑛 ∈ N, а две другие имеют вид:
𝜋 + 2𝜋𝑚, где 𝑚 ∈ N.

Утверждение Пусть ломаная это параллелограмм. Тогда соответствующая ломаная
на сфере замкнута тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

∙ Длины всех сторон кратны 𝜋

∙ Одна пара сторон имеет длины: 2𝜋𝑛, где 𝑛 ∈ N, а другая пара сторон любой длины.

Для ломаных с числом звеньев больше либо равным 5 найден алгоритм, который поз-
воляет построить множество примеров ломаных, которые замкнуты как на плоскости, так
и на сфере, что видно из следующего утверждения.

Утверждение К любой ломаной с числом звеньев больше либо равным 2 можно до-
строить 3 звена так, что ломаная будет замкнута и на сфере, и на плоскости.
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