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Аннотация. В данной работе изучается возможность продолжения геодезических между двумя
конечными метрическими пространствами в пространстве Громова-Хаусдорфа. Показано, что
геодезическая не продолжается за меньшее по мощности пространство, но может продолжаться
за большее.

1. Необходимые определения
Определение 1. Пусть 𝑋 и 𝑌 — метрические пространства. Тройку (𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑍), состоя-
щую из метрического пространства 𝑍 и двух его подмножеств𝑋 ′ и 𝑌 ′, изометричных соот-
ветственно 𝑋 и 𝑌 , назовем реализацией пары (𝑋, 𝑌 ). Расстоянием 𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) по Громову–
Хаусдорфу между 𝑋 и 𝑌 назовем точную нижнюю грань чисел 𝑟, для которых существует
реализация (𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑍) пары (𝑋, 𝑌 ) такая, что 𝑑𝐻(𝑋 ′, 𝑌 ′) 6 𝑟, где 𝑑𝐻 — расстояние по Хау-
сдорфу в 𝑍. Хорошо известно [1], что функция 𝑑𝐺𝐻 является метрикой на множестве всех
классов изометриченых метрических пространств. Полученное метрическое пространство
будем называть пространством Громова–Хаусдорфа.

Определение 2. Соответствием между 𝑋 и 𝑌 будем называть такое отношение 𝑅 ⊂
𝑋 × 𝑌 , для которого ограничения на 𝑅 канонических проекций 𝜋𝑋 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥 и 𝜋𝑌 :
(𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑦 сюръективны. Множество всех соответствий между 𝑋 и 𝑌 обозначим через
∘𝑅(𝑋, 𝑌 ).

Определение 3. Пусть 𝑋 и 𝑌 — произвольные метрические пространства. Искажением
𝑑𝑖𝑠𝑅 отношения 𝑅 ∈ ∘𝑅(𝑋, 𝑌 ) назовем число

𝑑𝑖𝑠𝑅 = sup
{︁⃒⃒

|𝑥𝑥′| − |𝑦𝑦′|
⃒⃒

: (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝑅
}︁
.

Предложение 1.
1

Для любых метрических пространств 𝑋 и 𝑌 имеем

𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
𝑑𝑖𝑠𝑅 : 𝑅 ∈ ∘𝑅(𝑋, 𝑌 )

}︀
.

Определение 4. Соответствие 𝑅 между 𝑋 и 𝑌 назовем оптимальным, если

𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
𝑑𝑖𝑠𝑅.
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Определение 5. Пространства 𝑋 и 𝑌 назовем взаимно экстремальными, если выпол-
нены два условия:

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑌 ) = 𝐷

𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
𝐷

2. Результаты
Теорема 1. Пусть 𝑋 и 𝑌 – конечные метрические пространства, причем мощность 𝑋
не меньше мощности 𝑌 . Пусть также пространства 𝑋 и 𝑌 — взаимно экстремальные
и их диаметр равен 𝐷. Тогда геодезическая между 𝑋 и 𝑌 в пространстве Громова–
Хаусдорфа не продолжается за 𝑌 .

Доказательство. Введем обозначения:

𝑑𝑋 = min
{︀
|𝑥𝑥′| : 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑥′}︀

𝑑𝑌 = min
{︀
|𝑦𝑦′| : 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑌, 𝑦 ̸= 𝑦′

}︀
𝑑 = min{𝑑𝑋 , 𝑑𝑌 }

Предположим, что геодезическая между 𝑋 и 𝑌 продолжается за 𝑌 на некоторое 𝜀 < 1
2
𝑑

до метрического пространства 𝑍. Из 𝑑𝐺𝐻(𝑌, 𝑍) = 𝜀 следует, что 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑍) 6 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑌 ) +
2𝜀 = 𝐷 + 2𝜀. В силу ограничения на 𝜀 оптимальное соответствие между 𝑌 и 𝑍 будет
иметь вид 𝑅𝑌 𝑍 =

⨆︀
16𝑖6|𝑌 |

𝑦𝑖 × 𝑍𝑖, где 𝑍 =
⨆︀

16𝑖6|𝑌 |
𝑍𝑖 и 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑍𝑖) 6 2𝜀. Построим соответствие

𝑅𝑋𝑍 =
⨆︀

16𝑖6|𝑋|
𝑥𝑖×𝑍𝑘𝑖 ⊂ 𝑋×𝑍, в котором кажому элементу 𝑥 соответствуют элементы ровно

одного 𝑍𝑖. Такое соответствие существует в силу условия |𝑋| > |𝑌 |. Оценим искажение
этого соответствия:

𝑑𝑖𝑠(𝑅𝑋𝑍) = sup
{︁⃒⃒
|𝑥𝑥′| − |𝑧𝑧′|

⃒⃒
: (𝑥, 𝑧), (𝑥′, 𝑧′) ∈ 𝑅𝑋𝑍

}︁
.

Рассмотрим разные случаи раскрытия модуля ||𝑥𝑥′| − |𝑧𝑧′||:

1)
⃒⃒
|𝑥𝑥′| − |𝑧𝑧′|

⃒⃒
= |𝑥𝑥′| − |𝑧𝑧′| 6 |𝑥𝑥′| 6 𝐷;

2)
⃒⃒
|𝑥𝑥′| − |𝑧𝑧′|

⃒⃒
= |𝑧𝑧′| − |𝑥𝑥′|

а) 𝑥 = 𝑥′. Тогда |𝑧𝑧′| 6 2𝜀, следовательно
⃒⃒
|𝑥𝑥′| − |𝑧𝑧′|

⃒⃒
6 2𝜀 6 𝐷;

б) 𝑥 ̸= 𝑥′. Тогда |𝑥𝑥′| > 𝑑, следовательно
⃒⃒
|𝑥𝑥′|−|𝑧𝑧′|

⃒⃒
6 |𝑧𝑧′|−𝑑 6 (𝐷+2𝜀)−𝑑 6 𝐷.

Получили, что 𝑑𝑖𝑠(𝑅𝑋𝑍) 6 𝐷, следовательно, 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑍) 6 1
2
𝐷 < 1

2
𝐷 + 𝜀, то есть 𝑌 не

может лежать на геодезической между𝑋 и 𝑍. Покажем на примере, что условие |𝑋| > |𝑌 |
существенно.

Теорема 2. Пусть 𝑋 = ∆𝑛, 𝑌 = ∆𝑚 — конечные метрические пространства с еди-
ничными длинами между различными элементами мощности 𝑛 и 𝑚 соотвественно, а
𝑍𝛼 = (1 + 𝛼)∆𝑚 — 𝑚–точечное метрическое пространство с расстояниями между раз-
личными точками равными 1 + 𝛼. Пусть также 𝑛 < 𝑚. Тогда геодезическая между 𝑋
и 𝑌 продолжается до 𝑍𝜀.
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Доказательство. Известно [2], что 𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 1
2
, 𝑑𝐺𝐻(𝑌, 𝑍𝛼) = 1

2
𝛼 и 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑍𝛼) =

1
2
(1 + 𝛼). Таким образом, кривая, состоящая из пространств 𝑍𝛼 при 0 6 𝛼 6 𝜀 является

продолжением геодезической между 𝑋 и 𝑌 .
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