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Рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем, реализующих заданные бу-
левы функции. Пусть имеется схема из функциональных элементов 𝑆 с одним выходом,
реализующая булеву функцию 𝑓(�̃�𝑛), где �̃�𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Под воздействием некоторо-
го источника неисправностей один или несколько элементов схемы 𝑆 могут перейти в
неисправное состояние. В результате схема 𝑆 вместо исходной функции 𝑓(�̃�𝑛) будет реа-
лизовывать некоторую булеву функцию 𝑔(�̃�𝑛), вообще говоря, отличную от 𝑓 . Все такие
функции 𝑔(�̃�𝑛), получающиеся при всевозможных допустимых для рассматриваемой за-
дачи неисправностях элементов схемы 𝑆, называются функциями неисправности данной
схемы.

Введём следующие определения [1, 2, 3, 4]. Проверяющим тестом для схемы 𝑆 называ-
ется такое множество 𝑇 наборов значений переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что для любой отличной
от 𝑓(�̃�𝑛) функции неисправности схемы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор �̃�, на котором 𝑓(�̃�) ̸= 𝑔(�̃�).
Число наборов в 𝑇 называется длиной теста. В качестве тривиального проверяющего те-
ста длины 2𝑛 для схемы 𝑆 всегда можно взять множество, состоящее из всех двоичных
наборов длины 𝑛. Тест называется полным, если в схеме могут быть неисправны сколько
угодно элементов, и единичным, если в схеме может быть неисправен только один элемент.
Единичные тесты обычно рассматривают для неизбыточных схем [4], т.е. для таких схем,
в которых любая допустимая неисправность любого одного элемента приводит к функции
неисправности, отличной от исходной функции, реализуемой данной схемой.

В качестве неисправностей функциональных элементов будем рассматривать однотип-
ные константные неисправности типа 𝑝 на выходах элементов, при которых значение на
выходе любого неисправного элемента становится равно заданной булевой константе 𝑝.

Пусть 𝐵 — произвольный функционально полный базис, значение 𝑝 ∈ {0, 1} зафикси-
ровано и 𝑇 — единичный проверяющий тест для некоторой схемы 𝑆 в базисе 𝐵. Введём
следующие обозначения: 𝐷𝐵

𝑝 (𝑇 ) — длина теста 𝑇 ; 𝐷𝐵
𝑝 (𝑆) = min𝐷𝐵

𝑝 (𝑇 ), где минимум бе-
рётся по всем единичным проверяющим тестам 𝑇 для схемы 𝑆; 𝐷𝐵

𝑝 (𝑓) = min𝐷𝐵
𝑝 (𝑆), где

минимум берётся по всем неизбыточным схемам 𝑆 в базисе 𝐵, реализующим функцию 𝑓 ;
𝐷𝐵

𝑝 (𝑛) = max𝐷𝐵
𝑝 (𝑓), где максимум берётся по всем булевым функциям 𝑓 от 𝑛 переменных,

для которых определено значение 𝐷𝐵
𝑝 (𝑓). Функция 𝐷𝐵

𝑝 (𝑛) называется функцией Шеннона
длины единичного проверяющего теста.

Из результатов работ [5, 6, 7] следуют равенства соответственно𝐷𝐵1
1 (𝑛) = 1, D𝐵1

0 (𝑛) = 1
и 𝐷𝐵2

1 (𝑛) = 𝐷𝐵2
0 (𝑛) = 2 (при 𝑛 > 2), где 𝐵1 = {&,⊕, 1, 0}, 𝐵2 = {&,∨,¬}.

Пусть 𝐵3 — произвольное функционально полное подмножество множества {𝑥1, 𝑥1&
& . . .&𝑥𝑚 | 𝑚 > 2}, например, множество {𝑥1, 𝑥1&𝑥2}. Выделим три возможных представ-
ления функции 𝑓(�̃�𝑛):

𝑓(�̃�𝑛) = 𝑥𝑖, (1)

𝑓(�̃�𝑛) = 0, 𝑥𝑖 или 𝑥𝜎1
𝑖1
&𝑥𝑖2 . . .&𝑥𝑖𝑘 , (2)

1



Конференция «Ломоносов 2017»

𝑓(�̃�𝑛) = 𝑥𝑖1&𝑥𝑖2&𝑥𝑖3& . . .&𝑥𝑖𝑘 или (. . . ((⏟  ⏞  
𝑘−1

𝑥𝜎1
𝑖1
&𝑥𝑖2)

𝜎2&𝑥𝑖3)
𝜎3& . . .&𝑥𝑖𝑘)

𝜎𝑘 , (3)

где 2 6 𝑘 6 𝑛; 𝑖, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, индексы 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 попарно различны и 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘 ∈
∈ {0, 1}, причём в представлении (3) хотя бы одно из чисел 𝜎2, . . . , 𝜎𝑘 равно 0 и если 𝑘 = 2,
то полагаем 𝑥𝑖3& . . .&𝑥𝑖𝑘 ≡ 1.

Теорема 1. Для любой булевой функции 𝑓(�̃�𝑛), отличной от тождественной едини-
цы, справедливо равенство

𝐷𝐵3
1 (𝑓) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, если функция 𝑓 представима в виде (1),
1, если функция 𝑓 представима в виде (2),
2, если функция 𝑓 представима в виде (3),
3, если функция 𝑓 не представима в видах (1)–(3).

Если же 𝑓 ≡ 1, то значение 𝐷𝐵3
1 (𝑓) не определено.

Следствие 1. Для любого 𝑛 > 2 справедливо равенство 𝐷𝐵3
1 (𝑛) = 3.

Выделим ещё два возможных представления функции 𝑓(�̃�𝑛):

𝑓(�̃�𝑛) = 𝑥𝜎1
𝑖1
& . . .&𝑥𝜎𝑘

𝑖𝑘
, (4)

𝑓(�̃�𝑛) = (. . . ((⏟  ⏞  
𝑘−1

𝑥𝜎1
𝑖1
&𝑥𝜎2

𝑖2
)𝛿1&𝑥𝜎3

𝑖3
)𝛿2& . . .&𝑥𝜎𝑘

𝑖𝑘
)𝛿𝑘−1 , (5)

где 1 6 𝑘 6 𝑛 в представлении (4) и 2 6 𝑘 6 𝑛 в представлении (5); 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 — попарно
различные индексы от 1 до 𝑛 и 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘, 𝛿1, . . . , 𝛿𝑘−1 ∈ {0, 1}, причём хотя бы одно из
чисел 𝛿1, . . . , 𝛿𝑘−1 (в представлении (5) ) равно 0.

Теорема 2. Для любой булевой функции 𝑓(�̃�𝑛), отличной от констант, справедливо
равенство

𝐷𝐵3
0 (𝑓) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, если функция 𝑓 представима в виде (1),
1, если функция 𝑓 представима в виде (4), но не в виде (1),
2, если функция 𝑓 представима в виде (5),
3, если функция 𝑓 не представима в видах (1), (4), (5).

Если же 𝑓 ≡ 0 или 𝑓 ≡ 1, то значение 𝐷𝐵3
0 (𝑓) не определено.

Следствие 2. Для любого 𝑛 > 2 справедливо равенство 𝐷𝐵3
0 (𝑛) = 3.
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