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Пусть 𝑀 обозначает метрическое пространство с функцией расстояния 𝑑, 𝒫(𝑀) —
семейство непустых подмножеств 𝑀 , а ℋ(𝑀) — семейство непустых замкнутых ограни-
ченных подмножеств 𝑀 . Обозначим через 𝐺 группу движений в R𝑛, сохраняющих ориен-
тацию. В частности, будем рассматривать ℋ(R𝑛) с введенной на нем эквивалентностью 𝜈:
два элемента будем считать эквивалентными, если один из другого получается движением
𝑂 ∈ 𝐺. Обозначим через ℋ𝑜(R𝑛) пространство таких классов эквивалентности.

Определение 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 — элементы 𝒫(𝑀). Расстоянием по Хаусдорфу между
этими множествами называется величина

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = inf
{︁
𝑟 :

(︀
𝐴 ⊆ 𝐵𝑟(𝐵)

)︀
∧
(︀
𝐵 ⊆ 𝐵𝑟(𝐴)

)︀}︁
.

Определение 2. Расстоянием в евклидово инвариантной метрике Громова–Хаусдорфа
между 𝐴 и 𝐵 называется величина

d𝐸𝐺𝐻(𝐴,𝐵) = inf
𝑂

{︁
d𝐻(𝐴,𝑂𝐵)

}︁
,

где 𝑂 — движение пространства, сохраняющее ориентацию.

Определение 3. Движение 𝑂, на котором достигается 𝑑𝐸𝐺𝐻(𝐴,𝐵), будем называть оп-
тимальным, а пару (𝐴,𝑂𝐵) — оптимальным взаимным расположением.

Теорема 1. Пусть непустые компакты 𝐴 и 𝐵 находятся в оптимальном положении.
Тогда все компакты между 𝐴 и 𝐵, в паре с каждым из компактов 𝐴 и 𝐵, — тоже в оп-
тимальном положении в смысле евклидово инвариантной метрики Громова–Хаусдорфа.

Рассмотрим пространство {𝑀1,𝑀2,𝑀3} с заданными расстояниями 𝑑(𝑀2,𝑀3) = 𝑎,
𝑑(𝑀1,𝑀3) = 𝑏, 𝑑(𝑀1,𝑀2) = 𝑐, 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐. Тогда в качестве реализации данного про-
странства в пространстве ℋ𝑜(R𝑛), 𝑛 ≥ 2, наделенном метрикой 𝑑𝐸𝐺𝐻 , можно взять отрезок
𝐴 = [𝐴1, 𝐴2] длины 2(𝑎 + 𝑏), шар 𝐵 радиуса 𝑏 и отрезок 𝐶 = [𝐶1, 𝐶2] длины 2(𝑎 + 𝑏 − 𝑐).
Множества 𝐴, 𝐵 и 𝐶 можно разместить в R𝑛 так, чтобы для каждой пары из них это
положение было оптимальным.

Определение 4. Чебышевский центр множества 𝐴 ∈ ℋ(R𝑛) — это центр шара в 𝑀 с
наименьшим возможным радиусом, которому принадлежит 𝐴; радиус этого шара назы-
вается чебышевским радиусом.
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Теорема 2. Пусть 𝑋 и 𝑌 — непустые ориентированно подобные компакты в R𝑛. Тогда
𝑑𝐸𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = |𝑅𝑌 − 𝑅𝑋 |, и если эти компакты находятся в оптимальном положении,
то их чебышевские центры совпадают. Более того, положение, в котором 𝑂𝑋 = 𝑂𝑌 , а
𝑋 и 𝑌 — гомотетичны с центром в 𝑂𝑋 , является оптимальным.

2


