
Конференция «Ломоносов 2018»

Секция «Математическая логика, алгебра и теория чисел»

Возможные длины неассоциативных алгебр

Кудрявцев Дмитрий Константинович
Студент (специалист)

Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова,
Механико-математический факультет, Москва, Россия

E-mail: kdk97@rambler.ru

Изучение длины алгебры как ее фундаментального инварианта началось в конце 20
века с работы [1], где изучаются свойства длины для ассоциативных, а именно матричных,
алгебр. Первые результаты для неассоциативного случая были получены не столь давно
в работе [2].

Рассмотрим конечномерную не обязательно ассоциативную алгебру с единицей A над
полем F. Пусть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 — конечный набор ее элементов.

Словом длины k для этой системы называется произведение 𝑎𝑖1 · . . . ·𝑎𝑖𝑘 с произвольным
порядком выполнения умножений, где 𝑖𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Обозначим через 𝐿𝑘(𝑆) линейную
оболочку над F всех слов длины не более 𝑘.

Говорят, что система элементов 𝑆 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛} порождает алгебру A, если су-
ществует 𝑘, такое что 𝐿𝑘(𝑆) совпадает с A. Самое маленькое такое 𝑘 называется длиной
данной системы.

Длиной алгебры А называется максимальная длина системы среди всех конечных си-
стем, порождающих A.

Заметим, что если алгебра А ассоциативна, то из 𝐿𝑘 = 𝐿𝑘+1 следует, что для всех
𝑚 > 𝑘 выполняется 𝐿𝑘 = 𝐿𝑚, т.е. порождаемые множества стабилизируются. Отсюда, в
частности, ясно, что в ассоциативном случае для порождающей системы т.к. 𝑑𝑖𝑚𝐿1 ≥ 2,
𝑑𝑖𝑚𝐿𝑛−1 ≥ 𝑛 и длина A не выше 𝑛− 1.

Утверждение. Для неассоциативной алгебры с единицей A размерности 𝑛, ее длина не
превосходит 2𝑛−2. Эта оценка является точной.

Пример. Рассмотрим алгебру над F со следующими правилами умножения базисных
элементов 𝑒0 = 1F, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1:
Для 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1

𝑒𝑘𝑒𝑘 = 𝑒𝑘+1

а для остальных комбинаций 𝑝, 𝑞: 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ 𝑛− 1

𝑒𝑝𝑒𝑞 = 0.

Множество 𝑆={𝑒1} порождает алгебру, и его длина действительно равна 2𝑛−2: 𝑒𝑛−1 -
слово этой длины.
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