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Пусть 𝐴 — самосопряжённый неотрицательный симметрический оператор в гильбер-
товом пространстве H. Хорошо известно, что оператор 𝐴 имеет самосопряжённые расши-
рения с сохранением нижней границы (см. [2]). Во множестве Ext𝐴(0,∞) всех неотрица-
тельных самосопряжённых расширений оператора 𝐴 существуют два «экстремальных»:
фридрихсово ̂︀𝐴𝐹 (жёсткое) и крейновское ̂︀𝐴𝐾 (мягкое), выделяемые неравенствами:(︁ ̂︀𝐴𝐹 + 𝑥

)︁−1

≤
(︁ ̃︀𝐴 + 𝑥

)︁−1

≤
(︁ ̂︀𝐴𝐾 + 𝑥

)︁−1

, ̃︀𝐴 ∈ Ext𝐴(0,∞), 𝑥 ∈ (0,∞).

Описание фридрихсова расширения ̂︀𝐴𝐹 хорошо известно для многих граничных за-
дач. Так, для обыкновенных дифференциальных операторов на конечном промежутке и
полуоси фридрихсово расширение порождается задачей Дирихле. Описание крейновского
расширения в терминах граничных условий значительно труднее. В случае 𝐴 > 𝜀𝐼 > 0
М.Г. Крейном показано [2], что ̂︀𝐴𝐾 = 𝐴* � (dom𝐴 u ker𝐴*). В случае оператора с нуле-
вой нижней гранью расширение ̂︀𝐴𝐾 впервые описано в терминах абстрактных граничных
условий в [4]. Именно, там показано, что

̂︀𝐴𝐾 = {𝑓 ∈ 𝐴* : Γ1𝑓 = 𝑀(0)Γ0𝑓} ,

где 𝑀(0) = 𝑀(0−) — предельное значение функции Вейля в нуле.
Также задача явного нахождения 𝑀(0) решена для операторов Бесселя (см. [3]) и

𝐴𝑦 = (−1)𝑛𝑦(2𝑛) в 𝐿2(R+) (см. [5]).
В данном сообщении обсуждается описание крейновского расширения минимального

оператора 𝐴 := 𝐴min, ассоциированного с выражением

𝒜 := (−1)𝑛 · 𝑑2𝑛

𝑑𝑥2𝑛
, dom𝐴 = 𝑊 2𝑛,2

0 [𝑎, 𝑏] , 𝑛 ∈ N, (1)

в терминах граничных условий.
Пусть 𝐴 — минимальный оператор, определённый в H = 𝐿2 [𝑎, 𝑏] ,−∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞

дифференциальным выражением (1). Граничную тройку для 𝐴* := 𝐴max можно выбрать
следующим образом:

ℋ = C2𝑛, Γ0𝑓 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓(𝑎)
...

𝑓 (𝑛−1)(𝑎)
𝑓(𝑏)
...

𝑓 (𝑛−1)(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Γ1𝑓 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(−1)𝑛−1𝑓 (2𝑛−1)(𝑎)
...

𝑓 (𝑛)(𝑎)
(−1)𝑛𝑓 (2𝑛−1)(𝑏)

...
−𝑓 (𝑛)(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2)

Следующая теорема — основной результат работы.
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Теорема 1. Пусть 𝐴 — минимальный оператор, определённый выражением (1). Пусть
Π = {ℋ,Γ0,Γ1} — граничная тройка для 𝐴*, определённая соотношениями (2). Тогда:

(i) Крейновское расширение ̂︀𝐴𝐾 задаётся выражением (1) на области:

dom ̂︀𝐴𝐾 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∈ 𝑊 2𝑛,2[𝑎, 𝑏] :

⎛⎜⎝𝑓 (2𝑛−1)(𝑏)
...

𝑓(𝑏)

⎞⎟⎠ = 𝑇

⎛⎜⎝𝑓 (2𝑛−1)(𝑎)
...

𝑓(𝑎)

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ ,

где 𝑇 — тёплицева нижнетреугольная матрица:

𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
1 . . . 0

𝑏− 𝑎 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(𝑏−𝑎)2𝑛−1

(2𝑛−1)!
(𝑏−𝑎)2𝑛−2

(2𝑛−2)!
. . . 𝑏− 𝑎 1

⎞⎟⎟⎠ ∈ C2𝑛×2𝑛.

(ii) Крейновское расширение ̂︀𝐴𝐾 задаётся соотношениями:

dom ̂︀𝐴𝐾 =
{︀
𝑓 ∈ 𝑊 2𝑛,2[𝑎, 𝑏] : Γ1𝑓 = 𝐵𝐾Γ0𝑓

}︀
,

в которых

𝐵𝐾 =

(︂
𝑄𝑇−1

2 𝑇1𝑆 −𝑄𝑇−1
2 𝑆

−𝑄𝑇1𝑇
−1
2 𝑇1𝑆 𝑄𝑇1𝑇

−1
2 𝑆

)︂
,

и 𝑇1, 𝑇2, 𝑄, 𝑆 — матрицы размера 𝑛× 𝑛 вида:

𝑇1 =

⎛⎜⎜⎝
1 . . . 0

𝑏− 𝑎 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(𝑏−𝑎)𝑛−1

(𝑛−1)!
(𝑏−𝑎)𝑛−2

(𝑛−2)!
. . . 𝑏− 𝑎 1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑇2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑏−𝑎)𝑛

𝑛!
(𝑏−𝑎)𝑛−1

(𝑛−1)!
. . . 𝑏− 𝑎

(𝑏−𝑎)𝑛+1

(𝑛+1)!
(𝑏−𝑎)𝑛

𝑛!
. . . (𝑏−𝑎)2

2!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(𝑏−𝑎)2𝑛−1

(2𝑛−1)!
(𝑏−𝑎)2𝑛−2

(2𝑛−2)!
. . . (𝑏−𝑎)𝑛

𝑛!

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑄 =

⎛⎜⎝(−1)𝑛 0
. . .

0 −1

⎞⎟⎠ , 𝑆 =

⎛⎝0 1

...

1 0

⎞⎠ .

Отметим, что матрица 𝐵𝐾 является самосопряжённой, т.e. 𝐵𝐾 = 𝐵*
𝐾 .

Предложение 1. Пусть Π = {ℋ,Γ0,Γ1} — граничная тройка для 𝐴*, задаваемая соот-
ношениями (2), и 𝑀(·) — соответствующая функция Вейля. Тогда 𝐵𝐾 = 𝑀(0) = 𝐵*

𝐾 .

Доклад основан на работе [1].
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