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В данной работе изучаются вопросы, связанные с корректной разрешимостью абстракт-
ных интегродифференциальных уравнений с неограниченными некоммутирующими опе-
раторными коэффициентам в гильбертовом пространстве. Рассматривается система урав-
нений: ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇�(𝑡) + 𝛼𝐴𝑢(𝑡)−𝐵*𝜌(𝑡) +
∫︀ 𝑡

0
𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡),

�̇�(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡) = 0, 𝑡 > 0

𝑢(+0) = 𝜙0, 𝜌(+0) = 𝜓0;

(1)

где функции 𝑢(𝑡) и 𝜌(𝑡) принимают значения в некотором сепарабельном гильбертовом
пространстве 𝐻; 𝐴 – положительно определённый самосопряжённый оператор, имеющий
компактный обратный; оператор 𝐵 – замкнутый, 𝐴-компактный в смысле Като; 𝛼 – ко-
эффициент внутреннего трения Кельвина-Фойгта. Ядро вольтерровой свёртки задаётся
рядом:

𝐾(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡, (2)

сходящимся в нуле
Уравнения вида 1 являются абстрактными моделями интегродифференциальных урав-

нений, описывающих вязкоупругие баротропные жидкости. Исследованию интегродиффе-
ренциальных уравнений, имеющих аналогичный вид при 𝛼 = 0 и𝐾(𝑡), являющимся конеч-
ной суммой экспонент, посвящены работы [1]. В этих работах установлена классическая
разрешимость 1, экспоненциальное убывание решений и их асимптотика при некоторых
дополнительных предположениях на правую часть.

Отметим, если формально продифференцировать первое равенство в 1 и подставить
�̇�(𝑡) из второго уравнения получим уравнение второго порядка:

�̈�(𝑡) + 𝛼𝐴�̇�(𝑡) +𝐵*𝐵𝑢(𝑡) + 𝐴𝑢(𝑡)−
∫︁ 𝑡

0

�̇�(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑔(𝑡), (3)

𝑢(+0) = 𝜙0, �̇�(+0) = 𝜙1; (4)

которое является абстрактной моделью одномерных малых колебаний вязкоупругого стерж-
ня. Результаты о корректной разрешимости интегродифференциального уравнения в про-
странствах Соболева с весом подробно описаны в монографии [2]. Спектральный анализ
оператор-функции, являющейся символом уравнения 3, в правой полуплоскости проведён
в работе [3], а в статье [4] для этой оператор-функции получена локализация собственных
чисел положительного, нейтрального и отрицательного типов, когда 𝐾(𝑡) = 0.

Главный результат данной работы состоит в установлении классической разрешимо-
сти уравнения 1 при 𝛼 > 0 и 𝐾(𝑡), представимого в виде ряда из экспонент, а также
экспоненциальной устойчивости этих решений.
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Теорема 1. Пусть 𝜙0 ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝐴1/2), 𝜓0 ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝐵*), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶1(R+, 𝐻) тогда существуют
и единственные функции 𝑢(𝑡), 𝜌(𝑡) ∈ 𝐶1(R+, 𝐻), удовлетворяющие 1.

Если, кроме того, 𝐵*𝐵 положительно определён, то существуют 𝜔, 𝑐 , 𝑐0, 𝑐1 > 0,
что справедлива оценка:

‖𝑢‖𝐶(R+,𝐻) + ‖𝜌‖𝐶(R+,𝐻) ≤ 𝑒−𝜔𝑡(𝑐 ‖𝑓‖𝐶(R+,𝐻) + 𝑐0 ‖𝜙0‖𝐻 + 𝑐1 ‖𝜓‖𝐻).
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