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Пусть 𝑀 обозначает метрическое пространство с функцией расстояния 𝑑, 𝒫(𝑀) — се-
мейство непустых подмножеств 𝑀 , а ℋ(𝑀) — семейство непустых замкнутых ограничен-
ных подмножеств 𝑀 . Обозначим через 𝐺 группу движений в 𝑛, сохраняющих ориентацию.
В частности, будем рассматривать ℋ(𝑛) с введенной на нем эквивалентностью 𝜈: два эле-
мента будем считать эквивалентными, если один из другого получается движением 𝑂 ∈ 𝐺.
Обозначим через ℋ𝑜(

𝑛) пространство таких классов эквивалентности.

Определение 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 — элементы 𝒫(𝑀). Расстоянием по Хаусдорфу между
этими множествами называется величина

𝑑𝐻(𝐴,𝐵) = inf
{︁
𝑟 :

(︀
𝐴 ⊆ 𝐵𝑟(𝐵)

)︀
∧
(︀
𝐵 ⊆ 𝐵𝑟(𝐴)

)︀}︁
.

Определение 2. Расстоянием в евклидово инвариантной метрике Громова–Хаусдорфа
между 𝐴 и 𝐵 называется величина

d𝐸𝐺𝐻(𝐴,𝐵) = inf
𝑂

{︁
d𝐻(𝐴,𝑂𝐵)

}︁
,

где 𝑂 — движение пространства, сохраняющее ориентацию.

Определение 3. Движение 𝑂, на котором достигается 𝑑𝐸𝐺𝐻(𝐴,𝐵), будем называть оп-
тимальным, а пару (𝐴,𝑂𝐵) — оптимальным взаимным расположением.

Пусть 𝑀 — конечное множество, а 𝐺 = (𝑉,𝐸), 𝑉 ⊂ 𝑋 — некоторый связный граф. Будем
говорить, что 𝐺 соединяет 𝑀 , если 𝑀 ⊂ 𝑉 . 𝑀 называется границей всех графов, со-
единяющих 𝑀 . Точкой Штейнера для трехточечной границы 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 называется такая
точка 𝑆, что

∑︀3
𝑖=1 𝑑(𝐴𝑖, 𝑆) минимально.

Пусть ℳ = (𝑀,Σ) — конечное псевдометрическое пространство, 𝐺 = (𝑉,𝐸) — граф, со-
единяющий 𝑀 , и 𝜔 𝐸 → ℛ+ — некоторое отображение, называемое весовой функцией и
порождающее взвешенный граф 𝒢 = (𝐺,𝜔). Функция 𝜔 порождает псевдометрику 𝑑𝜔 на
𝑉 : Расстоянием между вершинами 𝒢 называется минимальный вес путей, соединяющих
эти вершины. Взвешенный граф 𝒢 называется заполнением пространства ℳ, если для
любых точек 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀 имеем 𝜌(𝑝, 𝑞) ≤ 𝑑𝜔(𝑝, 𝑞). Минимальным заполнением называется
заполнение 𝒢0 такое, что 𝜔(𝒢0) = inf𝒢 𝜔(𝒢).

Пространство всех компактных подмножеств 𝑛 с метрикой Хаусдорфа является огра-
ниченно компактным.
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Теорема 1. Пусть 𝐴 — это 𝑟𝐴-окрестность отрезка [𝐴1, 𝐴2] длины 𝑎, а 𝐵 — это 𝑟𝐵-
окрестность отрезка [𝐵1, 𝐵2] длины 𝑏. Тогда 𝑑𝐸𝐺𝐻(𝐴,𝐵) = max

{︀
|𝑟𝐴 − 𝑟𝐵|, | 𝑏2 −

𝑎
2

+ 𝑟𝐵 − 𝑟𝐴|
}︀
.

Рассмотрим следующие компакты 𝐴,𝐵,𝐶; пусть даны отрезки длины 𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0, 𝑐 ≥ 0
и рассматриваются их 𝑟𝐴 ≥ 0, 𝑟𝐵 ≥ 0, 𝑟𝐶 ≥ 0-окрестности соответственно.

Теорема 2. Для описнной выше границы ℳ :=
{︀

[𝐴], [𝐵], [𝐶]
}︀
⊂ ℋ𝑜(

𝑛) существует та-
кой [𝑆] ∈ ℋ𝑜(

𝑛), что звезда с центром в 𝑆 и граничными вершинами [𝐴], [𝐵] и [𝐶] явля-
ется минимальным заполнением. В частности, такие [𝑆] представляют собой точки
Штейнера для границы ℳ.
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