
Конференция «Ломоносов 2019»

Секция «Геометрия и топология»

Еще одно описание функтора Конна-Хигсона

Научный руководитель – Мануйлов Владимир Маркович

Макеев Георгий Сергеевич
Аспирант

Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова,
Механико-математический факультет, Кафедра высшей геометрии и топологии, Москва,

Россия
E-mail: makeefu@ya.ru

Как известно, 𝐾𝐾-теория Каспарова и ее вариант – 𝐸-теория Конна-Хигсона явля-
ются важным инструментом в теории 𝐶*-алгебр и ее топологических приложениях. Обе
теории были созданы для обхода проблемы недостаточного запаса гомоморфизмов. Так,
𝐾𝐾-теория использует квазигомоморфизмы, а 𝐸-теория – асимптотические гомоморфиз-
мы 𝐶*-алгебр в качестве представителей. Для различных ситуаций удобно иметь разные
варианты обобщений гомоморфизмов, которые можно использовать как представителей
для этих теорий. В настоящей работе мы предлагаем новую конструкцию для представи-
телей 𝐸-теории.

Пусть 𝐴,𝐵 – 𝐶*-алгебры, 𝐴 сепарабельна, 𝐵 стабильна. Через 𝐶𝑏(R+, 𝐵) будем обозна-
чать непрерывные ограниченные функции на R+ со значениями в 𝐵, а через 𝐶0(R+, 𝐵) –
идеал в 𝐶𝑏(R+, 𝐵), состоящий из функций, стремящихся к нулю на бесконечности. Асимп-
тотической алгеброй над 𝐵 будем называть факторалгебру A𝐵 = 𝐶𝑏(R+, 𝐵)/𝐶0(R+, 𝐵).
Можно показать, что A – функтор. Говорят, что два *-гомоморфизма 𝜙0, 𝜙1 : 𝐴 → A𝐵 1-
гомотопны, если существует *-гомоморфизм 𝜙 : 𝐴 → A𝐼𝐵, такой что 𝜙𝑗 = Aevj∘𝜙, 𝑗 = 0, 1,
где ev0, ev1 – *-гомоморфизмы вычисления в точках 0 и 1 соответственно. Множество клас-
сов 1-гомотопности *-гомоморфизмов из 𝐴 в A𝐵 будем обозначать через [[𝐴,𝐵]]. Группа
𝐸1(𝐴,𝐵) 𝐸-теории Конна-Хигсона определяется как множество [[𝑆𝐴,𝐵]], снабженное есте-
ственной структурой абелевой группы.

Пусть 𝐶 – 𝐶*-алгебра. Через M𝐶 обозначим 𝐶*-подалгебру в ℳ(𝐶 ⊗ K), порожден-
ную всеми бесконечными трехдиагональными матрицами с равномерно ограниченными
по норме элементами из 𝐶.

В данной работе показано, что M – эндофунктор в категории 𝐶*-алгебр. В качестве
новых представителей группы 𝐸1(𝐴,𝐵) будем использовать *-гомоморфизмы из 𝐴 вMA𝐵.

Определение 1. Будем говорить, что *-гомоморфизмы Φ1,Φ0 : 𝐴 → MA𝐵 1*-гомотопны,
если существует *-гомоморфизм Φ̌ : 𝐴 → MA𝐼𝐵, такой что 𝜙𝑗 = MAevj∘𝜙, 𝑗 = 0, 1. Клас-
сы 1*-гомотопности будем обозначать через ((𝐴,𝐵)) .

На множестве ((𝐴,𝐵)) можно корректно определить операцию сложения следующим
образом. Если [Φ], [Ψ] ∈ ((𝐴,𝐵)), то возьмем в качестве [Φ] ⊕ [Ψ] класс в ((𝐴,𝐵)) *-
гомоморфизма

𝐴 → MA𝐵 : 𝑎 ↦→ (MA𝜃2)
∑︁
𝑖,𝑗∈Z

(︂
Φ𝑖,𝑗(𝑎) 0

0 Ψ𝑖.𝑗(𝑎)

)︂
𝜖𝑖,𝑗,

где 𝜃2 : 𝑀2 (𝐵) → 𝐵 – изоморфизм. Основным результатом данной работы является сле-
дующая
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Теорема 1. ((· , · )) и 𝐸1 (· , · ) – естественно изоморфные бифункторы из категории 𝐶*-
алгебр в категорию абелевых групп.
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