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Рассматривается задача о движении материальной точки единичной массы в области,
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. Эта механическая система является интегрируемой с интегралами

𝐻 =
1

2

(︀
�̇�2 + �̇�2

)︀
+

𝑘

2

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+

𝛼

2𝑥2
+

𝛽

2𝑦2

(полная энергия),
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(дополнительный интеграл).
Эти интегралы указаны В.В. Козловым в [1].
Интересные результаты получаются, если рассматривать эту механическую систему

как гамильтонову. Полная интегрируемость системы приводит к новым топологическим
аспектам задачи. В частности, корректно определено понятие слоения Лиувилля и лиувил-
левой эквивалентности [2]. В данной задаче существует процедура, позволяющая значи-
тельно упростить топологический анализ.

Именно, уравнения движения системы можно привести к виду
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где (𝜆1, 𝜆2) — эллиптические координаты на плоскости, −𝑎 6 𝜆2 6 −𝑏, −𝑏 6 𝜆1 6 0,
𝑃 (𝜆𝑖) — многочлен с коэффициентами, зависящими от параметров 𝑎, 𝑏, 𝑘, 𝛼, 𝛽 и от ℎ, 𝑓
— значений интегралов 𝐻 и 𝐹 соответственно.

Для задач, допускающих такое разделение переменных, в [3] приведен алгоритм, поз-
воляющий установить типы интегральных поверхностей и их перестройки. Также описан-
ным способом можно вычислять инварианты лиувиллевой эквивалентности (инварианты
Фоменко–Цишанга) [2].

В ходе исследования рассмотрены все возможные варианты параметров задачи, пе-
речислены области возможного движения точки, найдены бифуркационные диаграммы,
построены изоэнергетические инварианты лиувиллевой эквивалентности. Также обнару-
жено сходство построенных инвариантов с полученными ранее при анализе других задач
классической механики.
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