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Пусть 𝒜 — алгебра. Обозначим 𝑍*(𝒜) — множество нетривиальных делителей нуля в
𝒜, 𝑍**(𝒜) — множество нетривиальных двусторонних делителей нуля в 𝒜.

Графом ортогональности Γ𝑂(𝒜) алгебры 𝒜 называют граф, множество вершин ко-
торого — 𝑍**(𝒜), а различные вершины 𝑎 и 𝑏 соединены ребром, если и только если
𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 ([1]).

Ориентированным графом делителей нуля Γ𝑍(𝒜) алгебры 𝒜 называют ориентиро-
ванный граф, множество вершин которого — 𝑍*(𝒜), причём различные вершины 𝑎 и 𝑏
соединены направленным ребром от 𝑎 к 𝑏, если и только если 𝑎𝑏 = 0 ([4]).

Как показано в [3], алгебра контроктонионов Ô изоморфна векторно-матричной алгеб-
ре Цорна, элементами которой являются матрицы вида(︂

𝑎 v
w 𝑏

)︂
, где 𝑎, 𝑏 ∈ R,v,w ∈ R3,

а умножение задаётся формулой(︂
𝑎 v
w 𝑏

)︂(︂
𝑎′ v′

w′ 𝑏′

)︂
=

(︂
𝑎𝑎′ + v ·w′ 𝑎v′ + 𝑏′v + w ×w′

𝑎′w + 𝑏w′ − v × v′ 𝑏𝑏′ + v′ ·w

)︂
,

причём · и × — это скалярное и векторное произведения векторов в R3.
𝐸 — единица этой алгебры. Кроме того, для каждого 𝐴 ∈ Ô корректно определены

след 𝑡𝑟(𝐴), определитель 𝑑𝑒𝑡(𝐴) и сопряжённый элемент 𝐴. Пусть также𝐷(𝐴) = (𝑡𝑟(𝐴))2−
4𝑑𝑒𝑡(𝐴) – дискриминант характеристического многочлена элемента 𝐴.

Графы ортогональности и делителей нуля матричных колец активно изучались ранее,
в частности, в работах [1] и [2]. В силу очевидного сходства алгебры Ô с алгеброй ве-
щественных матриц 2 × 2 𝑀2(R), представляется интересным изучение графов Γ𝑂(Ô) и
Γ𝑍(Ô). В рамках данной работы были получены следующие теоремы:

Теорема 1. Компоненты связности Γ𝑂(Ô) имеют один из двух видов:

(1) полный двудольный граф, долями которого являются (R ∖ {0})𝐴 и (R ∖ {0})𝐴, где
𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0, 𝑡𝑟(𝐴) ̸= 0, диаметр такой компоненты связности равен 2;

(2) подграф, множеством вершин которого являются все такие 𝐴, что 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0,
𝑡𝑟(𝐴) = 0. Диаметр этой компоненты связности равен 3.

Теорема 2. Γ𝑍(Ô) связен, его диаметр равен 2.

Доказательство этих теорем опирается на следующую лемму, которая демонстри-
рует аналогию с вещественной Жордановой нормальной формой элементов алгебры 𝑀2(R):
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Лемма 1. Пусть 𝐴 ∈ Ô ∖ R𝐸. Тогда существует такое 𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡R(Ô), что:

(1) если 𝐷(𝐴) > 0, то 𝜑(𝐴) =
1

2

(︂
𝑡𝑟(𝐴) +

√︀
𝐷(𝐴) 0

0 𝑡𝑟(𝐴) −
√︀

𝐷(𝐴)

)︂
;

(2) если 𝐷(𝐴) < 0, то 𝜑(𝐴) =
1

2

(︂
𝑡𝑟(𝐴)

√︀
−𝐷(𝐴)e1

−
√︀

−𝐷(𝐴)e1 𝑡𝑟(𝐴)

)︂
;

(3) если 𝐷(𝐴) = 0, то 𝜑(𝐴) =
1

2

(︂
𝑡𝑟(𝐴) 2e1
0 𝑡𝑟(𝐴)

)︂
,

где e1 = (1, 0, 0)𝑡 ∈ R3.
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