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1. Пусть фиксирована вычислимая нумерация всех 𝑛-местных частично-рекурсивных
функций: 𝜙𝑛

1 , 𝜙
𝑛
2 , . . . для каждого натурального числа 𝑛. Рассмотрим соответствующую

нумерацию общерекурсивных функций, определив множество индексов

I𝑛 
 {𝑒 | 𝜙𝑛
𝑒 — общерекурсивная функция}.

Таким образом, если 𝑧 ∈ I𝑛, то 𝜙𝑛
𝑧 — 𝑛-местная общерекурсивная функция, и напротив

всякая 𝑛-местная общерекурсивная функция есть 𝜙𝑛
𝑧 для некоторого 𝑧 ∈ I𝑛. В дальнейшем

будем опускать верхний индекс у функций 𝜙𝑛
𝑧 там, где он может быть восстановлен из

контекста.
2. Предикатные формулы строятся обычным образом из атомов вида 𝑃 (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘) и

логических констант ⊤, ⊥ при помощи связок ∧, ∨, → и кванторов ∀, ∃.
Пусть фиксированы примитивно-рекурсивные двухместная функция c, которая взаим-

но однозначно нумерует все пары натуральных чисел, и одноместные обратные функции
p1 и p2, так что выполняются соотношения p1(c(𝑥, 𝑦)) = 𝑥 и p2(c(𝑥, 𝑦)) = 𝑦. В выражениях
вида p1(𝑡), p2(𝑡) обычно будем опускать скобки.

Определим понятие общерекурсивной реализуемости в духе абсолютной реализуемости
[n1]. Следуя [n1], 𝑛-местным обобщенным предикатом будем называть всякую функцию
типа N𝑛 → 2N. Пусть 𝐴 — предикатная формула, 𝑓 — отображение, которое каждой пре-
дикатной переменной из 𝐴 ставит в соответствие обобщенный предикат соответствующей
валентности. В этом случае отображение 𝑓 будем называть оценкой формулы 𝐴.

Временно расширим язык логики предикатов константами для всех натуральных чи-
сел. Для каждого натурального числа 𝑒, произвольной замкнутой предикатной формулы
расширенного языка 𝐴 и оценки 𝑓 определим отношение 𝑒 r𝐺𝑅

𝑓 𝐴 (натуральное число 𝑒
общерекурсивно реализует формулу 𝐴 при оценке 𝑓):

∙ неверно 𝑒 r𝐺𝑅
𝑓 ⊥, и верно 𝑒 r𝐺𝑅

𝑓 ⊤;

∙ 𝑒 r𝐺𝑅
𝑓 𝑃 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) 
 𝑒 ∈ 𝑓(𝑃 )(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), если 𝑃 — 𝑛-местный предикатный символ;

∙ 𝑒 r𝐺𝑅
𝑓 (Φ ∧ Ψ) 
 p1𝑒 r

𝐺𝑅
𝑓 Φ и p2𝑒 r

𝐺𝑅
𝑓 Ψ;

∙ 𝑒 r𝐺𝑅
𝑓 (Φ ∨ Ψ) 
 (p1𝑒 = 0 и p2𝑒 r

𝐺𝑅
𝑓 Φ) или (p1𝑒 = 1 и p2𝑒 r

𝐺𝑅
𝑓 Ψ);

∙ 𝑒 r𝐺𝑅
𝑓 ∃𝑥 Φ(𝑥) 
 p2𝑒 r

𝐺𝑅
𝑓 Φ(p1𝑒);

∙ 𝑒 r𝐺𝑅
𝑓 ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) → Ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) 
 𝑒 ∈ I𝑛+1 и для всех натуральный

чисел 𝑠, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, если 𝑠 r𝐺𝑅
𝑓 Φ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), то 𝜙𝑒(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑠) r

𝐺𝑅
𝑓 Ψ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛);

∙ 𝑒 r𝐺𝑅
𝑓 ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 Φ 
 𝑒 r𝐺𝑅

𝑓 ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (⊤ → Φ), если 𝑛 > 0, формула Φ не начинает-
ся с квантора ∀, и логическая связка → не является главной в Φ.
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Будем говорить, что замкнутая предикатная формула 𝐴 является абсолютно общере-
курсивно реализуемой, если найдется такое натуральное число 𝑒, что имеет место 𝑒 r𝐺𝑅

𝑓 𝐴
при любой оценке 𝑓 формулы 𝐴.

3. Базисная логика предикатов в виде секвенциального исчисления BQC описана в [n2].
Будем говорить, что в исчислении BQC выводится предикатная формула 𝐴, если в BQC
выводится секвенция ⊤ ⇒ 𝐴.

Теорема 1. Всякая замкнутая предикатная формула, выводимая в исчислении BQC,
является абсолютно общерекурсивно реализуемой.
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