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Одной из классических проблем теории чисел является задача о нахождении числа
целых точек в некоторой замкнутой области, т. е. задача нахождения асимптотической
формулы для количества точек с целочисленными координатами, принадлежащих данной
области.

Напомним, что целой точкой в пространстве R𝑛 = {(𝑥1, ...., 𝑥𝑛)|𝑥𝑖 ∈ R} называется
точка (𝑎1, ...., 𝑎𝑛) с целыми координатами (𝑎1, ...., 𝑎𝑛 ∈ Z).

Если функция 𝑓(𝑥) непрерывна и неотрицательна на отрезке [𝑎, 𝑏], то число 𝑇 таких
точек в области, ограниченной кривой 𝑦 = 𝑓(𝑥) и прямыми 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 0 равно∑︀
𝑎<𝑘≤𝑏

[𝑓(𝑘)], откуда мы немедленно получаем [1] формулу 𝑇 =
∑︀

𝑎<𝑘≤𝑏

𝑓(𝑘)+∆(𝑅), где |∆(𝑅)|

≤ 𝑏− 𝑎.
В данной работе рассмотрены наиболее известные вопросы такого рода: проблема Гаус-

са о подсчете числа целых точек в круге 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2 и проблема делителей Дирихле о
подсчете числа целых точек (точнее, точек с натуральными координатами) под гиперболой
𝑥𝑦 = 𝑅. Для получения соответствующих асимптотических формул проанализирована и
использована формула Эйлера-Маклорена: с её помощью улучшены 4 оценки остаточных
членов в некоторых задачах поиска целых точек в замкнутой области.

Теорема 1. Число целых точек в области, ограниченной прямыми 𝑦 = 𝑎𝑥, 𝑦 = 0, 𝑥 = 𝑐,
равно 𝑎𝑐2

2
+ 𝑂(𝑎𝑐).

Теорема 2. Число точек в области, ограниченной параболой 𝑦 = −𝑎𝑥2 + 𝑏(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)

и прямой 𝑦 = 0, равно 4
3
𝑏
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𝑏
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+ 𝑂(𝑏).

Теорема 3. Число целых точек в области, ограниченной астроидой 𝑥
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Теорема 4. Число точек с натуральными координатами под локоном Аньези 𝑦 = 𝑎3

𝑥2+𝑎2

равно 2𝑎2 arctan
√
𝑎− 1 + 𝑂

(︁
𝑎

3
2

)︁
.
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