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Рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем, реализующих заданные бу-
левы функции. Пусть имеется схема из функциональных элементов 𝑆 с одним выходом,
реализующая булеву функцию 𝑓(�̃�𝑛), где �̃�𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Представим, что под воздей-
ствием некоторого источника неисправностей один вход или выход произвольного элемен-
та схемы 𝑆 может перейти в неисправное состояние. В результате данная схема вместо
исходной функции 𝑓(�̃�𝑛) будет реализовывать некоторую булеву функцию 𝑔(�̃�𝑛), вообще
говоря, отличную от 𝑓 . Все такие функции 𝑔(�̃�𝑛) называются функциями неисправности
схемы 𝑆.

Введём следующие определения [1–3]. Единичным проверяющим тестом (ЕПТ) для
схемы 𝑆 называется такое множество 𝑇 наборов значений переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что для
любой отличной от 𝑓(�̃�𝑛) функции неисправности 𝑔(�̃�𝑛) схемы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор �̃�, на
котором 𝑓(�̃�) ̸= 𝑔(�̃�). Единичным диагностическим тестом (ЕДТ) для схемы 𝑆 называ-
ется такое множество 𝑇 наборов значений переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что 𝑇 является ЕПТ и,
кроме того, для любых двух различных функций неисправности 𝑔1(�̃�

𝑛) и 𝑔2(�̃�
𝑛) схемы 𝑆

в 𝑇 найдётся набор �̃�, на котором 𝑔1(�̃�) ̸= 𝑔2(�̃�). Число наборов в 𝑇 называется длиной те-
ста. Указанные тесты обычно рассматривают для неизбыточных схем (см. [3, с. 110–111]),
т. е. для таких схем, в которых любая допустимая неисправность любого одного элемента
приводит к функции неисправности, отличной от исходной функции, реализуемой данной
схемой.

В качестве тривиального ЕДТ (и ЕПТ) длины 2𝑛 для схемы 𝑆 всегда можно взять
множество, состоящее из всех двоичных наборов длины 𝑛.

Пусть зафиксированы вид неисправностей элементов, а также функционально полный
базис 𝐵, и пусть 𝑇 — ЕДТ для некоторой схемы 𝑆 в базисе 𝐵. Введём следующие обозна-
чения: 𝐷(𝑇 ) — длина теста 𝑇 ; 𝐷(𝑆) = min𝐷(𝑇 ), где минимум берётся по всем ЕДТ 𝑇 для
схемы 𝑆; 𝐷(𝑓) = min𝐷(𝑆), где минимум берётся по всем неизбыточным схемам 𝑆 в бази-
се 𝐵, реализующим функцию 𝑓 ; 𝐷(𝑛) = max𝐷(𝑓), где максимум берётся по всем булевым
функциям 𝑓 от 𝑛 переменных, для которых определено значение 𝐷(𝑓). Функция 𝐷(𝑛)
называется функцией Шеннона длины ЕДТ.

Содержательный смысл функций 𝐷(𝑓), 𝐷(𝑛) заключается в том, что первая из них
определяет минимально возможную длину ЕДТ при реализации функции 𝑓 неизбыточны-
ми схемами из функциональных элементов в базисе 𝐵, а вторая — минимально возможную
длину ЕДТ при реализации такими схемами «самой труднотестируемой» булевой функции
от 𝑛 переменных.

Класс допустимых неисправностей функциональных элементов ограничим констант-
ными и/или инверсными неисправностями на выходах и/или выходах элементов. Кон-
стантная неисправность на входе (выходе) функционального элемента означает, что зна-
чение на этом его входе (на его выходе) становится равно некоторой булевой константе.
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Неисправности на входах и/или выходах элементов называются однотипными констант-
ными типа 𝑝, если эта константа одна и та же для каждого неисправного входа/выхода
элемента и равна 𝑝, и произвольными константными, если эта константа может быть равна
как 0, так и 1 для каждого неисправного входа/выхода элемента независимо от неисправ-
ностей других входов/выходов элементов. Инверсная неисправность на входе (выходе)
функционального элемента означает, что значение на этом его входе (на его выходе) ста-
новится противоположным значению на этом же его входе (на его выходе) в случае, когда
данный элемент исправен.

В работах [4–6] получены верхние оценки, в работе [7] — нижние оценки, а в работах [8–
14] найдены точные значения функции 𝐷(𝑛) в некоторых полных базисах при некоторых
неисправностях функциональных элементов.

Пусть 𝑀 — произвольное множество двоичных наборов длины 𝑛. Через 𝐼𝑀(�̃�𝑛) будем
обозначать булеву функцию, принимающую значение 1 на наборах из множества 𝑀 и
значение 0 на всех остальных наборах.

Два двоичных набора одинаковой длины называются соседними, если они различаются
ровно в одной компоненте.

Пусть 𝑓(�̃�𝑛) — булева функция, 𝑇 — множество (некоторых) двоичных наборов дли-
ны 𝑛, 𝛼 ∈ {0, 1}. Будем говорить, что функция 𝑓 обладает (𝑇, 𝛼)-свойством, если суще-
ствует двоичный набор длины 𝑛, не принадлежащий множеству 𝑇 , на котором данная
функция принимает значение 𝛼.

Представим, что зафиксированы вид неисправностей функциональных элементов: кон-
стантные (однотипные типа 𝑝 ∈ {0, 1} либо произвольные) и/или инверсные неисправности
на входах и/или выходах элементов, а также функционально полный базис 𝐵. Нижесле-
дующая теорема даёт способ получения верхних оценок функций 𝐷(𝑓), 𝐷(𝑛) на основании
существования коротких ЕПТ для схем в базисе 𝐵 при таких же неисправностях элемен-
тов.

Теорема 1. Пусть для неконстантной булевой функции 𝑓(�̃�𝑛) существуют такие
𝑚 ∈ N, двоичные наборы 𝑐1 = (𝑐1,1, . . . , 𝑐1,𝑚), 𝑐0 = (𝑐0,1, . . . , 𝑐0,𝑚), булева функция 𝜙(�̃�𝑚),
множество 𝑇 = {�̃�1, . . . , �̃�𝑙} двоичных наборов длины 𝑛, где |𝑇 | < 2𝑛; подмножества
𝑀1, . . . ,𝑀𝑚 множества 𝑇 и двоичные наборы �̃�1, . . . , �̃�𝑙 длины 𝑚, что выполнены следу-
ющие условия:

1) для любого 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} функцию 𝑓𝑖(�̃�
𝑛) = (𝑐1,𝑖𝑓 ⊕ 𝑐0,𝑖𝑓 ⊕ 𝐼𝑀𝑖

)(�̃�𝑛) можно реализо-
вать неизбыточной схемой 𝑆𝑖 в базисе 𝐵, для которой множество 𝑇 является ЕПТ;

2) �̃�𝑗 = (𝑓1(�̃�𝑗), . . . , 𝑓𝑚(�̃�𝑗)) для любого 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑙};
3) функцию 𝜙(�̃�𝑚) можно реализовать схемой 𝑆𝜙 в базисе 𝐵, неизбыточной и до-

пускающей ЕПТ 𝑇𝜙 относительно неисправностей рассматриваемого вида, кроме, быть
может, константных неисправностей на выходе выходного элемента схемы, где

𝑇𝜙 =

⎧⎪⎨⎪⎩
{�̃�1, . . . , �̃�𝑙, 𝑐𝑎}, если функция 𝑓 не обладает (𝑇, 𝑎)-свойством

для некоторого 𝑎 ∈ {0, 1},
{�̃�1, . . . , �̃�𝑙, 𝑐1, 𝑐0} иначе;

4) функция 𝜙(�̃�𝑚) принимает значение 𝛼 на наборе 𝑐𝛼 и всех соседних с ним наборах
для любого 𝛼 ∈ {0, 1} такого, что функция 𝑓 обладает (𝑇, 𝛼)-свойством;

5) функция 𝜙(�̃�𝑚) принимает значение 𝑓(�̃�𝑗) на наборе �̃�𝑗 и значение 𝑓(�̃�𝑗) на всех
наборах, соседних с набором �̃�𝑗, для любого 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑙}.

Тогда
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𝐷(𝑓) 6

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑇 |+ 1, если функция 𝑓 не обладает (𝑇, 𝑎)-свойством

для некоторого 𝑎 ∈ {0, 1},
|𝑇 |+ 2 иначе.

Идея доказательства теоремы 1 состоит в построении схемы 𝑆 из подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆𝑚, 𝑆𝜙

и доказательстве того, что данная схема реализует функцию 𝑓(�̃�𝑛), неизбыточна и допус-
кает ЕДТ длины не более |𝑇 |+1 либо не более |𝑇 |+2 в зависимости от того, какой из двух
случаев в утверждении теоремы имеет место; именно установление этих фактов представ-
ляет основную трудность. Сама же схема 𝑆 строится следующим несложным образом:
входы схемы 𝑆𝜙 соединяются с выходами схем 𝑆1, . . . , 𝑆𝑚 (1-й вход — с выходом схемы 𝑆1,
. . . , 𝑚-й вход — с выходом схемы 𝑆𝑚); полученная схема с 𝑛 входами, на которые пода-
ются переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, и выходом, совпадающим с выходом схемы 𝑆𝜙, и объявляется
схемой 𝑆.

Теоремы 2–6, сформулированные ниже, доказываются с помощью теоремы 1 и извест-
ных верхних оценок длин минимальных ЕПТ для схем из функциональных элементов в
некоторых базисах при некоторых неисправностях элементов.

Рассмотрим в качестве базиса множество {𝑥1𝑥2𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥2𝑥3, 𝑥}, а в качестве неисправ-
ностей функциональных элементов — однотипные константные неисправности типа 0 на
входах и выходах элементов.

Теорема 2. Для любого 𝑛 > 0 справедливо неравенство 𝐷(𝑛) 6 3.

Рассмотрим базис Жегалкина {&,⊕, 1}, а в качестве неисправностей функциональных
элементов — однотипные константные неисправности типа 1 на выходах элементов.

Теорема 3. Для любого 𝑛 > 0 справедливо неравенство 𝐷(𝑛) 6 3.

Рассмотрим в качестве базиса множество {𝜂(�̃�4), 𝑥1 ∼ 𝑥2, 𝑥, 0}, где 𝜂(�̃�4) — произволь-
ная несамодвойственная булева функция, принимающая значение 𝛼 на наборе (𝛼, 𝛼, 𝛼, 𝛼)
и значение 𝛼 на всех соседних с ним наборах для любого 𝛼 ∈ {0, 1}, а в качестве неис-
правностей функциональных элементов — произвольные константные неисправности на
входах и выходах элементов.

Теорема 4. Для любого 𝑛 > 0 справедливо неравенство 𝐷(𝑛) 6 4.

Рассмотрим в качестве базиса множество {𝑥&𝑦, 𝑥, 𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}, а в качестве неисправно-
стей функциональных элементов — произвольные константные неисправности на выходах
элементов.

Теорема 5. Для любого 𝑛 > 1 справедливо неравенство 𝐷(𝑛) 6 4.

Рассмотрим базис Жегалкина {&,⊕, 1}, а в качестве неисправностей функциональных
элементов — инверсные неисправности на входах и выходах элементов.

Теорема 6. Для любого 𝑛 > 0 справедливо неравенство 𝐷(𝑛) 6 3.

Таким образом, получен ряд новых константных верхних оценок функции 𝐷(𝑛) в раз-
личных полных базисах при различных неисправностях функциональных элементов. Тем
самым установлена возможность реализации любых булевых функций схемами в этих
базисах, допускающими ЕДТ константной длины при соответствующих неисправностях
элементов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №18-01-00337 «Проблемы синтеза,
сложности и надежности в теории управляющих систем»).
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