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Дифференциально-разностные операторы Дункла рационального типа введены в ра-
боте [5] (см. также [1], [4]). В связи с изучением общих свойств гамильтонианов моделей
Калоджеро в работе [6] введены «универсальные» операторы Дункла. «Универсальные»
операторы, в отличии от классических рациональных, не коммутируют, и сумма их квад-
ратов имеет более сложный вид. В работах [2], [3] изучены многообразия, на которых
обобщения операторов Дункла сохраняют свойства рационального оператора.

Мы вводим в рассмотрение общие рациональные операторы Дункла-Дарбу, для кото-
рых операторы, определенные в работах [1], [4], [5] являются частным случаем.

Пусть 𝑠𝛼, где 𝛼 ∈ R𝑛 — оператор отражения относительно гиперплоскости, ортогональ-
ной вектору 𝛼, действующий на вектор 𝑥 ∈ R𝑛 следующим образом

𝑠𝛼𝑥 = 𝑥− 2
(𝑥, 𝛼)

(𝛼, 𝛼)
𝛼.

Здесь (·, ·) — стандартное скалярное произведение векторов в R𝑛.
Пусть также ℛ — система корней в R𝑛, ℛ+ — её положительная часть; 𝑘𝛼 — це-

лозначная неотрицательная функция наℛ, инвариантная относительно отражений: 𝑘𝑠𝛽𝛼 =
𝑘𝛼,∀𝛼, 𝛽 ∈ ℛ; 𝐿𝑘(𝑡) — вещественнозначная нечетная функция на R, зависящая от цело-
численного параметра 𝑘.

Обозначим через ℱ = {𝑓 : 𝑥 → 𝑓(𝑥) ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛} множество функций, на котором
корректно определены действия операторов отражения

𝑠𝛼[𝑓 ](𝑥)
def
= 𝑓(𝑠−1

𝛼 𝑥) = 𝑓(𝑠𝛼𝑥),∀𝛼 ∈ R𝑛,

и взятия производной 𝜕𝜉[𝑓 ](𝑥) = (𝜕𝜉𝑓)(𝑥) по направлению 𝜉 ∈ R𝑛.

Определение 1. Оператор вида

∇𝜉 = 𝜕𝜉 −
∑︁
𝛼∈ℛ+

(𝛼, 𝜉)𝐿𝑘𝛼 ((𝛼, 𝑥)) 𝑠𝛼, 𝜉 ∈ R𝑛, (1)

действующий на пространстве функций ℱ , назовем оператором Дункла-Дарбу рациональ-
ного типа.

Определение 2. Многообразие, определяемое равенством∑︁
𝛼,𝛽∈ℛ+,𝛼 ̸=𝛽

(𝛼, 𝛽)𝐿𝑘𝛼((𝛼, 𝑥))𝐿𝑘𝛽((𝛽, 𝑥))𝑠𝛽𝑠𝛼 = 0,

назовем многообразием Бете-Дункла.
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На многообразии Бете-Дункла операторы Дункла-Дарбу (1) коммутируют. При этом

оператор 𝒟 =
𝑛∑︀

𝑖=1

∇2
𝑖 , где ∇𝑖 = ∇𝑒𝑖 , 𝑒𝑖 — 𝑖-ый вектор ортонормированного базиса в R𝑛,

имеет вид
∆ −

∑︁
𝛼∈ℛ+

(𝛼, 𝛼)
[︀
𝐿′
𝑘𝛼(𝑡) − 𝐿2

𝑘𝛼(𝑡)𝑠𝛼
]︀⃒⃒

𝑡=(𝛼,𝑥)
𝑠𝛼.
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