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В данном исследовании объектом рассмотрения являются обыкновенные дифференци-
альные уравнения (ОДУ) вида

𝑥𝑡𝑡 + 𝜀𝑥𝑡
2 + 𝜂𝑥𝑡 + 𝑓(𝑥) = 0, 𝑓(𝑥) = 𝑓0𝑥

𝑛 + . . .+ 𝑓𝑛, 𝑓0 ̸= 0, 𝑛 ∈ N, (1)

все параметры в которых без ограничения общности считаем комплексными, а также со-
ответствующие этим ОДУ динамические системы. Уравнения такого вида описывают ди-
намику нелинейных осцилляторов с полиномиальными нелинейностями. Если 𝜀 ̸= 0, то
затухание является квадратичным, если же 𝜀 = 0 и 𝜂 ̸= 0, то линейным.

Нелинейные осцилляторы с квадратичным затуханием находят применение в различ-
ных областях науки и техники, таких как механика, энергетика и биология. Наибольший
интерес среди нелинейных осцилляторов с линейным затуханием представляют осцилля-
торы Дуффинга и их обобщения, которые находят применение в различных задачах ма-
тематической физики. Кроме этого, переходом к переменным бегущей волны уравнения
реакции-диффузии можно привести к уравнениям вида (1). Уравнения реакции-диффузии
используются при моделировании различных процессов в биологии, экологии и описыва-
ют, например, инвазию опухолей.

В данном исследовании с помощью классической теории интегрируемости Дарбу и но-
вого метода рядов Пюизё [1] найдены все неприводимые инвариантные алгебраические
кривые полиномиальных векторных полей, соответствующих рассматриваемому семей-
ству обыкновенных дифференциальных уравнений. Также решена проблема Пуанкаре,
состоящая в поиске оценки сверху для степеней неприводимых инвариантных алгебраиче-
ских кривых. Для всех рассматриваемых уравнений найдены необходимые и достаточные
условия интегрируемости по Лиувиллю и представлены независимые первые интегралы.
Для систем с квадратичным затуханием доказано отсутствие предельных циклов в инте-
грируемых случаях.

Большая часть результатов получена впервые. Отметим, что в работе полностью реше-
на проблема интегрируемости по Лиувиллю для исследуемых нелинейных осцилляторов.
Полученные результаты применимы для дальнейшего изучения нелинейных осциллято-
ров, в частности, для исследования динамических свойств и нахождения аналитических
решений соответствующих дифференциальных уравнений.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ в рамках гранта № 19-71-
10003.
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