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Изучается однородная задача Соболева (псевдодифференциальная задача на замкну-
том многообразии с граничными условиями, заданными на подмногообразии произволь-
ной коразмерности: см. [1]) с нелокальными условиями, заданными с помощью оператора
сферического среднего.

Пусть (𝑀, 𝑔) — риманово многообразие. Оператором сферического среднего на 𝑀 с
весом 𝜇 ∈ 𝐶∞(𝑀 ×𝑀) называется оператор, действующий на функцию 𝑢(𝑤) по формуле

[ℳ𝑟(𝜇)𝑢](𝑤) =

∫︁
𝑆𝑟(𝑤)

𝜇(𝑤,𝑤′)𝑢(𝑤′) 𝑑𝑉𝑟,𝑤(𝑤′),

где 𝑆𝑟(𝑤) ⊂ 𝑀 — геодезическая сфера на 𝑀 радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑤 ∈ 𝑀 и 𝑑𝑉𝑟,𝑤 —
форма объёма на 𝑆𝑟(𝑤), индуцированная римановой метрикой. Операторℳ𝑟(𝜇) действует
ограниченно в шкале пространств Соболева 𝐻𝑠(𝑀) → 𝐻𝑠+(𝑛−1)/2(𝑀), где 𝑛 = dim𝑀 .

Теперь пусть 𝑖 : 𝑋 →˓ 𝑀 — вложение замкнутых римановых многообразий, dim𝑀 = 𝑛,
codim𝑀 𝑋 = 𝜈. Рассматривается задача{︃

𝐷𝑢 = 0 на 𝑀 ∖𝑋,

𝑖*(𝐵 + 𝐴ℳ𝑟(𝜇))𝑢 = 𝑔 ∈ 𝐻𝑠−𝑏−𝜈/2(𝑋),
(1)

где неизвестная функция 𝑢 ищется в пространстве Соболева 𝐻𝑠(𝑀), число 𝑟 > 0 мало, а
𝐷,𝐵,𝐴 суть псевдодифференциальные операторы на 𝑀 порядков 𝑑, 𝑏, 𝑏+ (𝑛− 1)/2 + 𝜈/2,
соответственно.

Задача (1) называется фредгольмовой, если одновременно выполнены условия:

A) подпространство в 𝐻𝑠(𝑀) решений однородной задачи (1) конечномерно;

B) количество условий ортогональности на правую часть 𝑔 граничного условия зада-
чи (1), необходимых для разрешения задачи, конечно.

(Иначе, задаче (1) сопоставляется специальный разрешающий оператор и изучается его
фредгольмовость.)

Мы получаем условия фредгольмовости задачи (1) в терминах эллиптичности неко-
торого 𝐺-оператора (в смысле работы [2]) на подмногообразии 𝑋, при условии, что под-
многообразие 𝑋 является вполне геодезическим (т.е. всякая геодезическая на 𝑋 является
геодезической и на 𝑀).

Отметим, что при выводе указанного 𝐺-оператора на 𝑋 мы находим представление
для оператора сферического среднего в виде интегрального оператора Фурье, ассоции-
рованного с (двусторонним) геодезическим потоком. Именно, при малых 𝑟 справедливо
равенство
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ℳ𝑟(𝜇) = 𝑃+𝑒𝑖𝑟
√
−Δ + 𝑃−𝑒−𝑖𝑟

√
−Δ,

где ∆ — оператор Лапласа на 𝑀 , а 𝑃± — псевдодифференциальные операторы, чьи глав-
ные символы явно вычисляются. Этот результат представляет интерес и сам по себе.

Работа выполнена совместно с А.Ю. Савином и В.Е. Назайкинским. Работа выполнена
в РУДН в рамках проекта РФФИ № 19-01-00574A.
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