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Математический биллиард — динамическая система, описывающая движение без тре-
ния материальной точки внутри области с абсолютно упругим отражением от границы
(угол падения равен углу отражения). В книге С.Л. Табачникова [1] дан обзор актуаль-
ных исследований биллиардов. Топология совместных поверхностей уровня интегралов
описывается с помощью теории А.Т. Фоменко, которая в случае полных потоков изло-
жена в книге Болсинова–Фоменко [2]. В докладе будет представлено исследование тополо-
гии фазового многообразия плоских биллиардов, потоки в которых не являются полными
вследствие наличия невыпуклых углов на границе области. Как было показано В. Драго-
вич и М. Раднович [4] почти для всех значений интеграла в таких биллиардах совместная
поверхность уровня интегралов будет гомеоморфна сфере с ручками и проколами. В до-
кладе будет представлено топологическое описание трехмерных окрестностей двумерных
комплексов, являющихся прообразами критических значения интеграла Λ.

Мы будем понимать под биллиардной областью Ω односвязную часть плоскости, огра-
ниченную дугами софокусных квадрик из семейства:nbsp;

(𝑏− 𝜆)𝑥2 + (𝑎− 𝜆)𝑦2 = (𝑎− 𝜆)(𝑏− 𝜆), 𝜆 ≤ 𝑎.

Биллиард Ω не должен содержать фокусов. Также любой сегмент фокальной прямой,
содержащийся в биллиарде Ω, либо лежит между фокусами, либо лежит вне фокусов.
Такие биллиарды будем называть однородными.

Разрежем биллиард Ω следующим образом: если биллиард Ω не содержит сегментов
фокальной прямой между фокусами, то проведем все эллипсы 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 на которых лежат
вершины углов в 3𝜋/2, а если биллиард Ω не содержит сегментов фокальной прямой вне
фокусов, то проведем все гиперболы 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 на которых лежат вершины не выпуклых
углов. В результате биллиард Ω разобьется на биллиарды Σ1, . . . ,Σ𝑁 без не выпуклых
углов на границе области. Значения дополнительного интеграла Λ = 𝜆𝑖 и Λ = 𝑏 будут
особыми [4]. Определим 3-атомы для таких биллиардов. В этом докладе они будут рас-
сматриваться как CW-комплексы.

Определение 1. Трехмерным атомом (3-атомом) назовем трехмерную окрест-
ность 𝑈 ⊂ 𝑄3 двумерного слоя 𝐺, задаваемую неравенством 𝑐 − 𝜀 ≤ Λ ≤ 𝑐 + 𝜀 для
достаточно малого 𝜀, расслоённую на двумерные поверхности уровни функции Λ и рас-
сматриваемую с точностью до послойной эквивалентности.

Рассмотрим биллиард Ω и сегмент квадрики 𝜆𝑖. Обозначим через 𝜈 число компонент
связности внутри гиперболы (вне эллипса) 𝜆𝑖, а через 𝜉 — число компонент связности
вне гиперболы (внутри эллипса) с параметром 𝜆𝑖.

Теорема 1. Рассмотрим однородный биллиард Ω с выбранным на нем разбиением
Σ1, . . . ,Σ𝑁 . Рассмотрим окрестность значения дополнительного интеграла 𝜆𝑖− 𝜀 ≤ Λ ≤
𝜆𝑖 + 𝜀 и соответствующий 3-атом 𝑈𝑖. Тогда:
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1. Комплекс 𝑈𝑖
∼= 𝑈𝑖 ∪ (𝐺𝑔 × 𝐼), где 𝐺𝑔 — поверхность рода 𝑔 с приклеенными к ней 𝜈

цилиндрами 𝑆1 × 𝐼 и 𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при изменении интеграла Λ. Комплекс �̃�𝑖 ∈ 𝑄3 проекти-
руется при естественной проекции 𝜋 в окрестность квадрики 𝜆𝑖 в биллиарде Ω;

2. Комплекс 𝑈𝑖 ∖ 𝑇𝜆𝑖
|Λ𝑙𝑡;𝜆𝑖

∼= (𝐶1 ∪ . . . ∪ 𝐶2𝜈+2𝜉) × 𝐼, где 𝑇𝜆𝑖
— двумерный комплекс,

построенный алгоритмически;
3. Комплекс 𝑈𝑖|Λ≥𝜆𝑖

∼= (𝐶1 ∪ . . . ∪ 𝐶2𝜈) × 𝐼;
4. Трехмерный комплекс 𝑈𝑖 ∖ 𝑇𝜆𝑖

|Λ𝑙𝑡;𝜆𝑖
приклеивается к двумерному комплексу 𝑇𝜆𝑖

по-
слойно. Данная склейка описывается алгоритмом.

Теорема 2 описывает топологическое строение окрестности 𝑈 особого слоя Λ = 𝑏.
См. рис. 1.

Теорема 2. Рассмотрим однородный биллиард Ω с выбранным на нем разбиением
Σ1, . . . ,Σ𝑁 . Рассмотрим окрестность значений дополнительного интеграла 𝑏− 𝜀 ≤ Λ ≤
𝑏 + 𝜀 и соответствующий 3-атом 𝑈 . Тогда:

1. Комплекс 𝑈 ∖ (𝑇𝜆1 ∪ . . . ∪ 𝑇𝜆𝑛) ∼= 𝑉Σ1 × 𝐼 ∪ . . . ∪ 𝑉Σ𝑁
× 𝐼, где объединение несвязно.

Здесь 𝑇𝜆𝑖
— двумерные комплексы, построенный алгоритмически, а 𝑉Σ𝑗

— 2-атом, соот-
ветствующий 3-атому выпуклого биллиарда Σ𝑗, см. [3];

2. Двумерные комплексы (𝑇𝜆1 ∪ . . . ∪ 𝑇𝜆𝑛) приклеиваются к трехмерному комплексу
𝑈 ∖ (𝑇𝜆1 ∪ . . . ∪ 𝑇𝜆𝑛) послойно. Данная склейка описывается алгоритмом.
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Иллюстрации

Рис. 1. Описание окрестности особого слоя невыпуклого биллиарда.
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