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Математическим биллиардом называется динамическая система, описывающая дви-
жение материальной точки внутри связной, компактной, замкнутой области с кусочно-
гладкой границей. При попадании точки на границу ее вектор скорости меняется согласно
естественному закону отражения. Рассмотрим биллиард внутри эллипса на плоскости, где
на точку действует потенциальная сила с потенциалом 𝑉 . Такая система является гамиль-
тоновой с гамильтонианом 𝐻 = 𝑇 + 𝑉 – полной энергией. Гамильтониан является первым
интегралом системы.

Определение 1. Если у гамильтоновой динамической системы есть два первых ин-
теграла 𝑓 и 𝑔, для которых верно, что они функционально независимы и находятся в
инволюции, то такая система называется вполне интегрируемой по Лиувиллю.

Вопросом о том, интегрируем ли рассматриваемый биллиард, занимался В.И.Драгович
в своих работах [2] и [3] . В них автор приводит широкий класс потенциалов, для которых
выполнена интегрируемость. В частности, можно выделить подкласс полиномиальных
потенциалов 𝑃2𝑛, в котором 𝑃2 =

𝑘
2
(𝑥2+𝑦2) – хорошо известный гуковский потенциал, для

которого топологический анализ был проведен ранее.
Рассмотрим теперь следующий потенциал
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где 𝛼 и 𝛽–постоянные коэффициенты. Как было сказано ранее, биллиард с таким потен-
циалом интегрируем, и его первые интегралы в эллиптических координатах имеют вид

𝐻 =
2(𝑎+ 𝜆1)(𝑏+ 𝜆1)

𝜆1 − 𝜆2

𝜇2
1 +

2(𝑎+ 𝜆2)(𝑏+ 𝜆2)

𝜆2 − 𝜆1

𝜇2
2 +

𝑘

2
(𝜆1 + 𝜆2),

𝐹 = −𝐻𝜆1 + 2(𝛼 + 𝛽)𝜆2
1 +

𝛼

𝑎− 𝑏
(𝑏+ 𝜆1)

3 − 𝛽

𝑎− 𝑏
(𝑎+ 𝜆1)

3,

где 𝜇1 и 𝜇2 – импульсы, соответствующие координатам 𝜆1 и 𝜆2, 𝑎 и 𝑏–полуоси эллипса.
Теорема 1. Для биллиарда в эллипсе с потенциалом 𝑃4 будет сохраняться теорема

Лиувилля, а слоения изоэнергетических многообразий 𝑄3 = {𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡} могут быть
описаны полными инвариантами Фоменко-Цишанга.

Так, для каждых значений параметров 𝛼 и 𝛽 была построена бифуркационная диаграм-
ма, а для различных значений интеграла 𝐻 был вычислен инвариант Фоменко-Цишанга.

Теорема 2. Бифуркации торов Лиувилля описываются одним из следующих атомов:
𝐴, 𝐵, 𝐶2, 𝐷2, 𝐸4 и 𝐴*
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