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Теорема Матиясевича и модели Изинга-Поттса-Биггса

Определим модель Изинга-Поттса-Биггса (interaction model) на произвольном графе Γ
следующим образом:

Определение 1. В каждой вершине 𝑣 графа Γ зафиксируем некоторое значение 𝑎(𝑣)
(для каждой вершины свое) из некоторого коммутативного кольца 𝐴 с единицей,
совокупность всех значений в вершинах назовем состоянием 𝜎. Энергией состояния 𝜎
назовем величину 𝐻(𝜎) =

∏︀
𝑖(𝛿(𝑣𝑤)), где произведение ведется по всем ребрам 𝑣𝑤 графа

Γ (ребро 𝑣𝑤 соединяет вершины v и w), 𝛿(𝑣𝑤) = 𝑎(𝑣) − 𝑎(𝑤) и ∀𝑏 ∈ 𝐴 𝑖(𝑏) = 𝑖(−𝑏).
Статсуммой назовем следующую величину - 𝑍Γ =

∑︀
𝜎 𝐻(𝜎), где суммирование ведется по

всем возможным состояниям 𝜎.

Оказывается, что язык таких моделей является чрезвычайно удобным для изучение
различных комбинаторных задач теории графов. Так в докладе будет рассказано новое
доказательство теоремы Матиясевича, которая может быть сформулирована следующем
образом:

Теорема 1. (теорема Матиясевича) Рассмотрим граф Γ, хроматический полином
этого графа - 𝑋Γ, может быть вычислен с помощью потоковых полиномов – 𝐶𝐴, всех
его остовных подграфов 𝐴 следующим образом:

𝑋Γ(𝑛) =
(𝑛− 1)𝑒(Γ)

𝑛𝑒(Γ)−𝑣(Γ)

∑︁
𝐴

𝐶𝐴(𝑛)

(1 − 𝑛)𝑒(𝐴)

.

Более того, будет рассказано, как получать теоремы такого рода регулярным образом,
например, будет рассказано «обращение» теоремы Матиясевича:
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𝐹Γ(𝑛) = 𝑛𝑣(Γ)𝐶Γ(𝑛) = (𝑛− 1)𝑒(Γ)
∑︁
𝐴

𝑛𝑒(𝐴)

(1 − 𝑛)𝑒(𝐴)
𝑋𝐴(𝑛)

.
Также будет рассказано о развитии полученной техники на примере теоремы 2 и ее
связи с конволютивной формулой [4].

Теорема 2. Рассмотрим граф Γ и n-модель Поттса (где 𝑛 = 𝑛1𝑛2...𝑛𝑘), тогда
статсумма этой n-модели Поттса может быть вычислена с помощью статсумм
𝑛𝑖−моделей Поттса (𝑖 = 1...𝑘) всех остовных подграфов 𝐴 графа Γ.
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