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1. Предмет исследования
Пусть 𝑉 ∼= R𝑘 - есть 𝑘-мерное векторное вещественное пространство, и Γ = {𝛾1, . . . , 𝛾𝑚}

последовательность (конфигурация) 𝑚 векторов в двойственном пространстве 𝑉 *. Предпо-
лагаем, что их выпуклая оболочка порождает все пространство 𝑉 *. Рассмотрим действие
𝑉 на R𝑚 заданное следующим образом.

𝑉 × R𝑚 −→ R𝑚

(v , x ) ↦→ v · x =
(︀
𝑒⟨𝛾1,v⟩𝑥1, . . . , 𝑒

⟨𝛾𝑚,v⟩𝑥𝑚

)︀
.

(1.1)

Это пример динамической системы, восходящей к работам Пуанкаре. Есть связь меж-
ду линейными свойствами набора векторов Γ и топологией слоения R𝑚 на орбиты дей-
ствия (1.1) (пространством листов). В работе будут описана связь комбинаторной струк-
туры Γ и топологией пространства листов.

2. Определения
Симплициальный комплекс на [𝑚] это набор 𝒦 подмножеств [𝑚] т.ч. для каждого 𝐼 ∈ 𝒦

все подмножества 𝐼 также принадлежат 𝒦.
Многообразие 𝑈(𝒦) в R𝑚, соответствующее симплициальному комплексу 𝒦:

𝑈(𝒦) = R𝑚 ∖
⋃︁

{𝑖1,...,𝑖𝑝}/∈𝒦

{x : 𝑥𝑖1 = · · · = 𝑥𝑖𝑝 = 0}. (2.1)

Двойственным по Гейлу к конфигурации Γ называется такой набор векторов A =
{a1, . . . ,a𝑚}, что ΓA* = 0. В матричном виде это означает, что строки матрицы A есть
линейные зависимости между векторами-столбцами в Γ.

Диаграммой Гейла к конфигурации 𝐴 называется такой набор векторов G = {g1, . . . , g𝑚},
что 𝐺A* = 0. И при этом

𝑚∑︀
𝑖=1

g 𝑖 = 0.

Конусом 𝜎 на векторах v 1, . . . , v 𝑝 в линейном вещественном пространстве 𝐿 называется
подмножество, образованное всеми неотрицательными линейными комбинациями этого
набора векторов.

𝜎 = cone(v 1, . . . , v 𝑝) =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖v 𝑖, 𝜆𝑖 ≥ 0
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Веером называется конечный набор конусов Σ = {𝜎1, . . . , 𝜎𝑠} в 𝐿 такой, что каждая
грань конуса из Σ лежит в Σ, и пересечение любых двух конусов лежит в Σ. То есть это
совокупность набора векторов {v 1, . . . , v𝑚}, и симплициального комплекса 𝒦 на [𝑚].

Нормальным веером простого многогранника называется веер, набор образующий ко-
торого есть набор векторов-нормалей к граням, симплициальным комплексом - граница
двойственного многогранника.

Момент-угол-комплекс 𝒵𝒦, определеннный симплициальным комплексом 𝒦:

𝒵𝒦 = (𝐷2, 𝑆1)𝒦 =
⋃︁
𝐼∈𝒦

(𝐷2, 𝑆1)𝐼 .

Момент-угол-комплекс 𝒵𝑃 , определенное многогранником 𝑃 как решение системы 𝑘
уравнений:

𝒵𝑃 = {z ∈ C𝑚 :
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖|𝑧𝑖|2 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑏𝑖}

Которые так же можно задать в виде:{︃∑︀𝑚
𝑖=1 |𝑧𝑖|2 = 1,∑︀𝑚
𝑖=1 g 𝑖|𝑧𝑖|2 = 0

(2.2)

Момент-угол-комплекс 𝒵𝑃 как решение системы 𝑘 уравнений:

𝒵𝑃 = {z ∈ C𝑚 :
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖|𝑧𝑖|2 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑏𝑖}

Конфигурация 𝐺 со следующими свойствами называется:

(a) 0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝐺)

(b) Если 0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝐺𝐼) то |𝐼| ≥ 𝑚− 𝑛
Называется допустимой

(c)
∑︀𝑚

𝑖=1 g 𝑖 = 0
Называется допустимой и центрированной

Многообразие 𝒵(𝑝) определим как решение следующей системы уравнений:{︃
||𝑧||𝑝 = 1,∑︀𝑚

𝑖=1 g 𝑖|𝑧𝑖|𝑝 = 0
(2.3)

3. Результаты
Теорема 1. Многообразие 𝑈(𝒦)/𝑉 компактно тогда и только тогда, когда веер Σ пол-
ный.

Теорема 2. Если {𝒦,a1, . . . ,a𝑚} определяет полный симплициальный конус, имеет ме-
сто гомеоморфизм

𝑈(𝒦)/𝑉 ∼= ℛ𝒦.
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Теорема 3. Пусть 𝒦 симплициальный комплекс на множестве [𝑚], соответствующий
границе некоторого симплициального многогранника. Набор векторов A = {a1, . . . ,a𝑚}
таков, что для каждого симплекса 𝐼 ∈ 𝒦 подмножество A𝐼 линейно независимо. Поло-
жим Γ = {𝛾1, . . . , 𝛾𝑚} двойственный по Гейлу набор векторов. Тогда следующие условия
эквивалентны:

(a) Набор {𝒦,A} задает нормальный веер Σ некоторого многогранника;

(b)
⋂︀

𝐼∈𝒦 relint cone Γ̂︀𝐼 ̸= ∅.

Так же будет показана связь действий с минимумами норм

Теорема 4. В определенных выше терминах:

(a) Если конфигурация 𝐺 - допустима, то ограничение отображения имеет место
гомеоморфизм 𝒵(𝑝) → 𝒵(2).

(b) Если конфигурация 𝐺 - допустима и ценирирована, то имеет место гомеоморфизм
отображение 𝒵𝒦 → 𝒵𝑃 .
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