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Работа, проведённая нами, продолжает исследование, представленное на конференции
“Ломоносов” в 2019 году, и посвящена расширениям групповых грамматик, в первую оче-
редь, свободным группам с конъюнкцией. Мы исследуем свойства групповых грамматик
с конъюнкцией как с точки зрения порождающей силы (описан класс языков, задаваемых
ими), так и с точки зрения алгоритмической сложности.

Зафиксируем счётное множество примитивных элементов 𝑃𝑟 и рассмотрим свободную
группу 𝐹𝐺, порождённую этими элементами. Определим множество 𝐹𝐺∧ типов: 𝐹𝐺∧ :=
𝐹𝐺|𝐹𝐺∧∧𝐹𝐺∧. Секвенция — это конструкция вида 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 → 𝐴, где 𝐴𝑖, 𝐴 — элементы
𝐹𝐺∧. Рассмотрим секвенциальное исчисление ℱ𝒢∧, задаваемое следующими аксиомой и
правилами:

1) Аксиома: 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 → 𝐴, 𝐴𝑖, 𝐴 ∈ 𝐹𝐺, 𝐴1 . . . 𝐴𝑛 = 𝐴.

2) Правила (∧𝑖 →), 𝑖 = 1, 2 и (→ ∧): Γ, 𝐴𝑖,∆ → 𝐵
Γ, 𝐴1 ∧ 𝐴2,∆ → 𝐵

Γ → 𝐴1 Γ → 𝐴2

Γ → 𝐴1 ∧ 𝐴2

Групповая грамматика с конъюнкцией (далее ГГ∧) — это тройка ⟨Σ, 𝐻, ◁⟩, где Σ — конеч-
ный алфавит, 𝐻 ∈ ГГ∧, ◁⊆ Σ × ГГ∧ — конечное бинарное отношение. По определению,
такая грамматика задает язык

{𝑎1 . . . 𝑎𝑛 ∈ Σ+ : ∃𝑇1, . . . , 𝑇𝑛 ∈ 𝐹𝐺∧ : 𝑎𝑖 ◁ 𝑇𝑖, ℱ𝒢∧ ⊢ 𝑇1, . . . , 𝑇𝑛 → 𝐻}.

Определим ICFL — класс конечных пересечений контекстно-свободных языков; HICFL —
класс символьных гомоморфизмов языков из ICFL.
Основные результаты работы — следующие теоремы:
Теорема 1. Класс языков, задаваемых групповыми грамматиками с конъюнкцией, равен
HICFL.
Поскольку несложно показать, что первый из классов замкнут относительно конъюнкции,
имеет место
Следствие. Класс HICFL замкнут относительно конъюнкции.
Доказательство Теоремы 1 проводится в более общем случае для произвольных формаль-
ных систем, которые расширяются с помощью конъюнкции.
В отношении алгоритмической сложности нами доказана
Теорема 2. Проверка выводимости в ℱ𝒢∧ NP -полна.
Доказательство состоит в прямолинейном сведении к данной задаче задачи SAT.
Наконец, будут представлены утверждения, объясняющие, как расширение свободной
группы с помощью конъюнкции (и дизъюнкции) связано с исчислением Ламбека с конъ-
юнкцией; конкретно, будут рассмотрены интерпретации из последнего в первое.
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