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В цилиндре 𝑄𝑇 = Ω× [0, 𝑇 ] с границей Γ𝑇 = 𝜕Ω× [0, 𝑇 ] рассматривается задача состо-
яния ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ℒ𝑦 = 𝑦𝑡 −𝒜𝑦 = 𝑢, в 𝑄𝑇

𝑦(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑇 ,
𝑦(𝑥, 0) = 𝑦0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

(1)

с оператором дробного дифференцирования, содержащим производные Римана-Лиувилля
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Вводятся выпуклые и замкнутые множества ограничений на состояние и управления

𝑌𝑎𝑑 = {𝑦 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻𝛼
0 (Ω)) : 𝑦1 6 𝑦(𝑥, 𝑡) 6 𝑦2∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇},

𝑈𝑎𝑑 = {𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ) : 𝑢1 6 𝑢(𝑥, 𝑡) 6 𝑢2 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇}.

Решается задача оптимального управления с квадратичным функционалом вида

min
(𝑦,𝑢)∈𝐾
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с заданной функцией наблюдения 𝑦𝑑 и управлением 𝑢.

𝐾 = {(𝑦, 𝑢) ∈ 𝑌𝑎𝑑 × 𝑈𝑎𝑑 и выполнено (1)}

На сетке с постоянным по пространству шагом ℎ и переменными шагами по времени стро-
ится явная разностная схема. При построении переменных шагов используется подход,
предложенный В.И. Лебедевым, основанный на применении корней полиномов Чебышева
[1]. Шаги определяются с помощью соотношения
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𝜏𝑗 =
2

𝑀 + 𝑚− (𝑀 −𝑚)𝑥𝑗

,

где {𝑥𝑗}𝑘−1
𝑗=0 − корни полинома Чебышёва 𝑇𝑘(𝑥),

𝑀,𝑚− границы спектра оператора 𝒜.

Особенность сеточной задачи заключается в заполненной матрице оператора A в резуль-
тате применения аппроксимации по формуле Грюнвальда-Летникова. Подход с использо-
ванием явной схемы и переменных шагов позволяет решить задачу по явным формулам
без задействования дополнительных ресурсов памяти и времени, поскольку нет необходи-
мости решать на каждом слое систему линейных уравнений.

Численное решение задачи оптимального управления (2) осуществляется с помощью
предобусловленного итерационного метода Удзавы [2]. Предобусловливатель выбирается
из условий простоты его обращения и энергетической эквивалентности матрице уравне-
ния состояния с постоянными, не зависящими от параметров сетки, что гарантирует схо-
димость метода с любого начального приближения.
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